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Prefacio

Esté apostila foi escrita com base em uma pesquisa bibliogrifica e da experiéncia
que tenho em lecionar a disciplina de Geometria Analitica desde 2013. O objetivo
desse material é propiciar aos académicos do curso de Engenharia Ambiental um
material basico e de facil entendimento.

Suprimi algumas demonstracoes e sempre que possivel colocar figuras para
ilustrar os resultados apresentados. Todas as figuras, deste material, foram cons-
truidas utilizando o software Geogebra.

Para todos os exercicios propostos neste material existe um exemplo, logo
acima do exercicio, similar ao exercicio. O nimero de exercicios ainda é pequeno,
porém nos proximos semestres pretendo acrescentar mais exercicios e exemplos si-
milares a estes.

No primeiro ao terceiro capitulo o leitor encontra uma introducao a algebra
linear, onde é feito uma revisdo do contetido de matriz, determinantes e sistemas
lineares, contetidos estes estudados no ensino basico. Porém, a definicdo de determi-
nante no capitulo 2, ndo é dada pelo Teorema de Laplace, como ¢é feito na maioria
dos materiais que trata de determinantes, mas sim utilizando permutagcao.

Os trés primeiros capitulos sdo as ferramentas basicas que necessitaremos
no decorrer do texto, logo é de suma importancia que o leitor entenda bem. Apenas
no capitulo quatro iniciamos o conteido de geometria analitica, onde é definido o
que é um vetor, o que o caracteriza e as operacoes entre vetores e vetores e escalares.

O conteudo do capitulo 4 por si s6 é de suma importancia, j& que é o
estudo de uma ferramenta para varias outras disciplinas, tais como: fisica, calculo
IT, mecanica, resisténcia dos materiais, entre outros.

O capitulo 5 trata de trés produtos entre vetores, que sao: produto escalar,
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8 LISTA DE FIGURAS

vetorial e misto. Estes produtos sdo ferramentas para obter o dngulo entre vetores, a
area de paralelogramo determinado por dois vetores e o volume de um paralelepipedo
determinado por trés vetores.
No capitulo 6 os objetos de estudos sdo as retas e planos. Neste capitulo,
o leitor ird estudar as equacgoes, as posicOes relativas e os angulos entre os objetos.
No udltimo capitulo, sdo calculadas as distdncias entre os objetos de estu-
dos do capitulo seis, utilizando principalmente, nas demonstragoes das formulas, os

produtos vistos no capitulo cinco.



Capitulo 1

Matrizes

Neste capitulo, defini-se matriz e igualdade entre matrizes; sdo definidas as matrizes
especiais, que sdo matrizes que diferenciam das demais por alguma caracteristica
e por isto recebem um nome; as operagoes de adicdo, subtracdo e multiplicagao
entre matrizes, e multiplicacio de um escalar por uma matriz. Também defini-se

igualdade e operacdes usuais entre matrizes e escalar e matriz.

1.1 Definicao de Matriz e Igualdade entre Matrizes

Defini¢ao 1.1 Dados dois numeros inteiros positivos m e n. Uma matriz de tamanho
(ou forma) m xn (lé-se: m por n) A € formada por m.n nimeros reais a;;, com
1<i1<m el<j<n agrupados em m linhas e n colunas. Representa-se a matriz,

m porn, A por

ail ai2 ais e aln
a1 a2 a3 te a2n
A= a3 a3 az - as,
Aml Om2 AAm3 *°° amn

E cada um dos a;; é denominado elemento-ij ou componente-ij.

9



10 CAPITULO 1. MATRIZES

Também podemos representar uma matriz m x n das seguintes maneiras:

a1l a2 a3 - Qin a1l a12 a13 ‘- Qlp
a1 a2 a3 - Q2 a1 Q22 a23 -+ A92p
as1 ag2 a3y -+ asp ou a3l a32 as3 -+ asp ou (asj)
aAml am2 am3 - (Omn aml Gm2 Gm3 - Qmn

Neste texto, as matrizes serao denotas por letras maitsculas e os escalares (niimeros)

por letras mintsculas.

2 3
Exemplo1l.1 A= | 4 5 ¢ uma matriz 3x2, ou seja, com trés linhas e duas
0 -2

2 3

colunas, onde [2 3], [0 5] e [0 —2] sdo as linhas; | 4 | e | 5 | sdo as colunas;

0 -2

eajl=2,a12=3, ax1 =4, ass =5, az1 =0 e ago = —2 sdo os elementos.

Definigao 1.2 Dadas duas matrizes A = (a;;) e B = (b;j), dizemos que as matrizes
sdo iguais, o que denota-se por A=B, se A e B tém o mesmo tamanho e os elementos

correspondentes das matrizes sGo iguais.

0 3
0 4 0
Exemplo 1.2 As matrizes A=| 4 3 | e B= nao sao iguais, pPois a
330
0 0

matriz A tem forma 3 X 2 e a matriz B tem forma 2 x 3.

0 2 0 5
Exemplo 1.3 As matrizes A = eB= sdo diferentes, pois, apesar

4 3 4 3
de terem a mesma forma, nem todos os elementos correspondentes sao iguais, haja

vista que a1z =2 # 5 = byo.

-2 0 3 1 -2 0 x 1
Exemplo 1.4 As matrizes A= | 4 10 -1 3| eB=| 4 y —1 3| pos-
7 9 10 5 z 9 vy 5

suem a mesma forma, e sao iguais apenas se x=3,y=10 e z=7.
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1.2 Matrizes Especiais

Algumas matrizes se destacam das demais por suas formas, por propriedades que
satisfazem, entre outras coisas. Tais matrizes por se 'destacarem"sao "merecedo-
ras'de terem nomes especiais. Entre as matrizes especiais, temos: matriz linha,
matriz coluna, matriz nula, matriz quadrada, matriz diagonal, matriz identidade,
matriz triangular superior e inferior e matriz simétrica. A seguir sdo definidas estas
matrizes.

Matriz linha: é a matriz que possui apenas uma linha.
Exemplo 1.5 Dadas as matrizes
A=[12},B={25 m}ecz[—23 05],
temos que cada uma das matrizes € uma matriz linha.
Matriz coluna: é a matriz que possui apenas uma coluna.

Exemplo 1.6 Dadas as matrizes

2
2
1 3
A= . B=|5|eCc= ,
P 0
10
5

temos que cada wma das matrizes é uma matriz coluna.

Matriz nula: é a matriz cuja todos os seus elementos sdo iguais a zero.
Denota-se estd matriz por Op,xn, € quando estiver explicito a forma da matriz,

denota-se por O.

Exemplo 1.7 As trés matrizes abaizo sdo matrizes nulas.

0 0 0 O
0 0
0 0 0 O
O1x2=[0 0}, O3x2=10 0| € Ogxs=
00 00
0 0
0 0 0 O

Matriz quadrada: é uma matriz que tem o mesmo nimero de linhas e de
colunas. Ou seja, A xrn € uma matriz quadrada se, e somente se, m = n. As matrizes

quadradas de tamanho n X n sdo denominadas matrizes de ordem n.
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Exemplo 1.8 As matrizes

2 3 4
1 2
A:A1><1:|:5:|7 B = Boyxo= e C=Csx3=1|2 4 5|,
2 3
2 5 8

sdo matrizes quadradas. Sendo que, a matriz A tem ordem 1; B tem ordem 2; e C

tem ordem 3.

Dada uma matriz quadrada arbitraria A de ordem n, diz-se que os ele-

mentos aii, a92,..., an, formam a diagonal principal da matriz A, e os elementos
A1p, A2p—1,---, Gp1 formam a diagonal secundaria da matriz.
2 3 4

Exemplo 1.9 A matriz | 2 4 5 | € uma matriz quadrada, cuja a diagonal prin-

2 5 8

cipal € formada por 2, 4 e 8, enquanto que, a diagonal secunddria € formada por

4, 4 e 2.

Entre as matrizes quadradas podemos destacar a matriz diagonal, a matriz
identidade, a matriz triangular superior, a matriz triangular inferior, e a matriz
simétrica.

Matriz diagonal: ¢ a matriz quadrada que todos os elementos que néao

pertencem a diagonal principal sdo iguais a zero.

Exemplo 1.10 . As sequintes matrizes sdo exemplos de matrizes diagonais.

00 0 O
1 0 0
2 0 00 0O
A|:5:|7B: 702 010 eD=
0 4 00 0 0
0 0 1
00 0 O

Matriz identidade: é uma matriz diagonal cuja todos os elementos da dia-
gonal principal sdo iguais a 1. Denota-se tais matrizes por I, onde n é a ordem da

matriz.
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Exemplo 1.11 As matrizes abaizo sao exemplos de matrizes identidade.

1000
1 00
1 0 01 00
11=[1],12= sy Is=10 1 0| elyg=
0 1 00 10
0 0 1
00 0 1

Matriz triangular superior: é uma matriz quadrada cujos elementos abaixo

da diagonal principal sdo iguais a zero.

1 3 8 8
13 0079
Exemplo 1.12 As matrizes A = eB= s@o matrizes trian-
0 5 00 30
0 0 0 2

gulares superiores. Jd que todos os elementos, das duas matrizes, abairo da diagonal

principal sdo iguais a zero.

Matriz triangular inferior: é uma matriz quadrada cujos elementos acima

da diagonal principal sdo iguais a zero.

1 0 00
10 3 000
Exemplo 1.13 As matrizes A = e B= sao matrizes trian-
3 5 8 7 3 0
8 9 0 2

gulares inferiores. Jd que todos os elementos, das duas matrizes, acima da diagonal

principal sdo iguais a zero.

Matriz simétrica: é uma matriz quadrada cujos elementos opostos pela
diagonal principal sao iguais. Ou seja, A = (a;;) é uma matriz simétrica se, e

somente se, a;j = ;.

Exemplo 1.14 A matriz A = é uma matriz simétrica. Pois, temos

o oo W

NoREEE e B OV

S W N
o ©

que

a2 =3=as, a13=8=a31, au=8=a41, a3=T7=a32, axu=9=a4 €

azq =0 =ay3.
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Observagao: Todas as matrizes diagonais sdo matrizes triangulares superi-

ores, triangulares inferiores e simétricas.

1.3 Operagoes

Nesta secao é definida as operacoes de adicao, subtracdo e multiplicagdo entre ma-
trizes, além da multiplicacdo de um escalar por uma matriz.
Definigao 1.3 Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes de mesma ordem, defini-se a

soma de A e B, que denota-se por A+ B, como sendo a matriz A+ B = (a;; + b;j),
ou seja,

aj1 a1z - Alp b1 b1z - bip ar1 +b11 ajz +b12 ain +b1n

ag]p  agzy - agp b21 baa  --- bap ag1 +b21 ag2 +b22 e agp +bap
+ =

am1 aAm2 T amn bm1 bm2 e bmn am1 +bm1 am2 +bm2 co amn +bmn

Definigao 1.4 Seja A = (a;j) wma matriz e k um escalar, defini-se o produto k por

A, que denota-se por k.A, como sendo a matriz k.A = (k.a;;), ou seja,

aiy a2 - Alp k.ayn  kaig - k.ain
L as1 a9y - a9p k.as1 k.azo -+ k.aop
| Gml Am2 G | I k.ami k.amo - k.Qmn |

Definigao 1.5 Sejam A e B duas matrizes de mesma forma, defini-se a diferenga

de A e B, que denota-se por A— B, como sendo a matriz A+ (—1.B).

2 0 3 1 -2 2
Exemplo 1.15 Dadas as matrizes A = e B= , temos
3 25 1 2 -5
que
2 0 3 1 -2 2 241 0+4+(-2) 3+2 3 -2 5
A+B = + = =
3 25 1 2 -5 341 242 5+(=5) 4 40
2 0 3 5.2 5.0 5.3 10 0 9
5A=5 = =
3 2 5 53 52 5.5 15 10 15
(&
2 0 3 1 -2 2 2—-1 0-—(-2) 3—2 1 2 1
A*B - — = =

3 25 1 2 -5 3-1  2-2  5—(=5) 2 0 10
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Definigao 1.6 Dadas as matrizes A= Apyxn = (aij) e B = Bpxp = (bij), defini-se o
produto de A por B, que denota-se por A.B, como sendo a matriz Cpxp = (¢ij),

onde Cij = aﬂ.blj + aig.bgj —+ -+ az’n-bnj~

Observagao: O produto de uma matriz A por uma matriz B estard bem definido
apenas quando a quantidade de colunas da matriz A for igual a quantidade de linha
da matriz B. Além disso, estando bem definido o produto de A por B a matriz A.B
terd a mesma quantidade de linhas que a matriz A, e A.B terd a mesma quantidade

de colunas que a matriz B.

2 1 2
Exemplo 1.16 Dadas as matrizes A = { 2 3 1 } , B=| —1|,C=1]2 3| e
3 3 4
D= 50 , calcule: a) A.B, b) A.C, ¢) C.D.
1 2

Solugao: a) A.B = [ 2 3 1 ] —1 | =[22+3.(-1)+13]=[4].

2
b)A.C—{Q 3 1] 2 4 —[2.1+3.2+1.3 2.2—1—3.4—!—1.4}—[11 20]
4

3
1 2 13421 1.5+22 5 9
¢)CD=C=|2 3 |.D= S 2.3+31 25+32 =] 9 16
3 4 b2 3.3+4.1 3.5+4.2 13 23

Exercicio 1.1. Calcule:
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1 5 39 2 10 8 4 2 0
a)| 3 2|+ =3 0 Bl 7 9 4|+| -2 -4 —6
0 —1 4 7 11 5 —3 8 8 0
1 5 39 2 10 8 4 2 0
ols 21— -3 0 )| 7 9 4|—-| -2 -4 -6
0 —1 4 7 11 5 -3 8 8 0
. 5 1 2 1
2 4 2 1 3 0
e) 5 - 3. Il f)=2.3 0 |+4| 5 2
4 2 4 3 -2 -9
- 1 4 -3 -1
5 1 5 1
2 4 2 2 4 2
g) 30 h)| 3 0
4 2 4 4 2 4
1 4 1 4
279
2 5 1 3 105
Q) .
102 2 02 1
|3 3 7|

Definigao 1.7 Dada uma matriz A = (a;;) diz-se que uma matriz B = (b;;) € a matriz

transposta de A se a;; = b;j. Neste caso, denota-se B = At

Observacao: A primeira coluna da matriz A é igual & primeira linha da matriz A’

a segunda coluna da matriz A é igual & segunda linha da matriz A*. Em geral, para

qualquer matriz A temos que a enésima coluna de A é igual & enésima linha de A°.

Exemplo 1.17 Dadas as matrizes A = { 3 7 ] , B=

1 4
2 6
temos que Al = ,Bt=|9 5| eCt=
7 4 8
3 6

1 2 3 2
C
4 5 6 6 8

Exercicio 1.2. Obtenha a matriz transposta para as seguintes matrizes:

1 2 3 V2
13 5

= B=1|2 4 5 C=1| 3
79 11

3 5 6 V5

1 -2 1
D=1 3 -3
100 12 0
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Defini¢ao 1.8 Dada uma matriz A, diz-se que uma matriz B € a matriz inversa de

A, que denota-se por A7!, se AB=B.A=1.

Observagio: Se A nio é uma matriz quadrada, entdo nio existe A~!. De fato, seja
Ay xm uma matriz, com A~' = B,.y,. Como estd definido os produtos Ay sxm.Brxs
e Brxs-Apnxm, temos que m =7 e s =n. Logo, Anxm-Brxs = Brxs-Anxm pode
ser reescrito como Ay, xm-Bmxn = Bmxn-Anxm, mas pelo primeiro membro obtemos
uma matriz n X n, enquanto que no segundo membro obtemos uma matriz m x m.
Portanto, para a igualdade na ultima equacao ser verdadeira temos que m = n, ou

seja, para existir a inversa da matriz A é necessario que a matriz seja quadrada.

4 3 4 -3
Exemplo 1.18 Dada a A= , temos que A~ =
5 4 -5 4
De fato, i i i i
4 3 4 -3 10
5 4 -5 4 01
e - - - -
4 -3 4 3 10
-5 4 5 4 01

Neste capitulo, ndo veremos o que é suficiente para uma matriz possuir
matriz inversa, e também nao veremos como obter a inversa de uma matriz, caso
exista.

Exercicio 1.3. Dadas as matrizes A e B, verifique se A~! = B, onde

[\
w
|
roleo

S
S~—
N
Il
S
[\]
=
o
o~}
Il
—_
\]
|
—
[\
|
—_

5
a) A= e B= 2
2

e
ot

w

[\)

ot

|

[\)

(e}

[\)

w

ot

[\

|

ot
\)
—_
—_
w

|

—_
@)

c) A= e B= d) A=

—_
[\]
|
—_
=~
ot
w
w
[¢]
os)
I
—_
—_
|
—_

EN |
w
i
|
[«
—
=

Resposta: Apenas as matrizes nos itens a) e d) satisfazem B = AL



Capitulo 2

Determinante

Neste capitulo, iremos definir o determinante de uma matriz quadrada qualquer,
mas para isto, precisamos ver algumas defini¢oes, iniciando com a definicdo de per-

mutagao.

2.1 Permutagao

Definigao 2.1 Uma permutagao o de um conjunto A ={1,2,3,..,n} € uma fungdo
bijetora de A em A. Jd que o conjunto imagem de tal fungdo é um conjunto finito,
denotaremos a permutagio por o =o(1)o(2)o(3)...0(n).

O conjunto formado por todas as permutagoes do conjunto {1,2,3,..,n} é denotado

por Sy, e tal conjunto possui n! elementos.

Exemplo 2.1 O conjunto {1,2} possui duas permutacoes apenas, pois 2! =2, que sao
o1 =01(1)01(2) =12 e 09 = 02(1)02(2) =21. Logo, S2 ={o1,02} = {12,21}.
Exemplo 2.2 O conjunto {1,2,3} possui seis permutagoes, pois 3! =6, que sdo:

o1 =01(1)01(2)01(3) =123, 02 = 02(1)02(2)02(3) = 132, 03 =03(1)03(2)03(3) = 213,

o4 =04(1)04(2)04(3) =231, 05 = 05(1)05(2)05(3) = 312,e06 = 06(1)06(2)06(3) = 321.
Logo, S3 ={01,092,03} = {123,132,213,231,312,321}.

Exercicio 2.1. Determine o conjunto de todas as permutagoes do conjunto {1,2,3,4}.

Defini¢ao 2.2 Dada uma permutagio o = o(1)o(2)...0(n) arbitrdria, diz-se que o(7)
tem m; inversées se existem m; elementos menores que o(i) a direita o(i), para

1=1,...,n. Neste caso, diz-se que o tem mi+ msg—+---+m, inversoes.

18
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Defini¢ao 2.3 Dada uma permutacdo arbitraria o, diz-se que o € par se o numero de

inversoes de o € par. F diz-se que o € impar se o numero de inversées o é impar.

Apés definir a paridade para uma permutacgao, considere a funcéo sn : .S, —

R, definida por:

1, se o épar
sn(o) =
—1, se o éimpar
Chama-se a fun¢ao sn de funcao sinal, e a imagem de o por sn, sn(o), é chamada

de sinal de o.

Exemplo 2.3 Determine sn(o), sendo que o = 21543.

Solugao:

Vamos iniciar determinando o niumero de inversoes de o. Temos que:
2 tem 1 inversao, apenas o 1 estd a direita de 2 e é menor que 2;

1 tem 0 inversoes, ndo existe numero menor do que 1 a sua direita;
5 tem 2 inversoes, 4 e 3 estdo a direita de 5 e sGo menores do que 5;
4 tem 1 inversdo, apenas o 3 estd a direita de 4 e € menor que 4; e

8 tem 0 inversées, nao existe numero a direita do 3.

Portanto, 0 tem 4 =1+0+2+1+0 inversdes.

Como 4 =2.2 é par (multiplo de 2), temos que sn(c) = 1.

Exercicio 2.2. Calcule o sinal de todas as permutagoes de S3.
Agora, ja se tem as definicbes necessarias para definir o determinante de

uma matriz.

2.2 Determinante

aip a2 - A1n
L ) ag1 agy - a2y )
Definigao 2.4 Seja A = uma matriz quadrada qualquer de
Gnpl Gp2 - Gnn

ordem n, defini-se o determinante da matriz fi, que denota-se por det(A) ou |A|,
como sendo o nimero real
det(A) = sn(al).algl(l).a%l(g)...anal(n)+sn(02).a102(1).a202(2)...an@(n)+---

+81(0n1)-016,,1(1) 320, 1(2) - - - o ()
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ou

det(A) = E?;lsn(ai).alai(l) 'a20','(2) ce anai(n) .

Vamos utilizar a definigdo para obter uma formula para calcularmos o determinante
de uma matriz quadrada arbitraria de ordem 2 e depois o determinante para uma
matriz quadrada de ordem 3.

Considere uma matriz quadrada de ordem 2 arbitraria, digamos

A air a2 7
a1 a2
tem-se que:
Sy = {12,21};
sn(12) = 1, pois ndo tem inversao; e
sn(21) = —1, pois 21 possui uma inversao.

Dai, segue que

det(A) = sn(12).a11.a22 + sn(21).a12.a21
ou

det(A) =a11.a22 — a12.0421

Observagao: O determinante de uma matriz quadrada de ordem 2 é igual ao

produto dos elementos da diagonal principal menos o produto da diagonal

secundaria.
Diagonal Secundaria
Diagonal Principal
Figura 2.1: Diagonal principal e secundaria.
5 3
Exemplo 2.4 Dada a matriz A = , obtém-se que det(A) =5.4—2.3=14.
2 4

Exercicio 2.3. Calcule o determinante das seguintes matrizes:

3 4 -2 8 i -3 8 3
a) A= b) B = c) C= d) D=

5 2 4 7 4 6 —4 2
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Resposta: a) |A|=—-14 b) |B|=-46 ¢) |C|=9 d) |D|=28.

Considere, agora, a matriz arbitraria quadrada de ordem 3,

ail a2 ais

A= a1 a2 a3 |

azy az2 ass

tem-se que:
Sy ={123,132,213,231,312,321};
sn(123) = sn(231) = sn(312)=1;e
sn(132) = sn(213) = sn(321) = —1.
Logo,
det(A) = sn(123).a11.a22.a33+sn(132).a11.a23.a32+sn(213).a12.a21 .a33+sn(231).a12.a23.a31+
sn(312).a13.a21.a32 + sn(321).a13.a22.a31,
0 que implica que
det(A) = a11.a22.0433—0a11.023.0432—012.021.033+012.023.031 +013.021 .G32 —013.022.031
ou
det(A) = ai11.a22.a33+0a12.023.a31+0a13.021.a32—[a11.023.032—12.021 .G33+013.022.031 ]
A formula para calcular o determinante de ordem trés é bem maior que a
formula obtida para calcular o determinante de uma matriz de ordem 2. O que gera
a seguinte pergunta:
Existe algum procedimento similar ao que vimos na observacio feita para
o determinante de ordem 2, para obtermos o determinante de uma matriz quadrada
de ordem 3, de maneira que nao precisemos decorar a formula dada acima?
A resposta para esta pergunta é positiva, existe sim. E esse procedimento

é conhecido como Método de Sarriis, o qual é descrito na subsegdo que segue.

2.2.1 Meétodo de Sarriis

ailp ai2 ais

Considere a matriz A= | a9; a9y as3 |, 0 método de Sarriis consiste em:
as1 az2 ass

12 Passo: Acrescentar a direita da matriz A as duas primeiras colunas da matriz A.
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2° Passo: Tracar um segmento sobre os elementos da diagonal principal da matriz A, e
tracar outros dois segmentos paralelos, cada um passando sobre trés elementos.
Para cada um dos segmentos tragados, multiplique os elementos no qual o

segmento passa e conserve o sinal.

39 Passo: Tracar um segmento sobre os elementos da diagonal secundéria da matriz A, e
tracar outros dois segmentos paralelos, cada um passando sobre trés elementos.
Para cada um dos segmentos tragados, multiplique os elementos no qual o

segmento passa e inverta o sinal.

4° Passo: Some os resultados obtidos no 22 e 3° passo, obtendo, assim, o determinante

da matriz.

A figura 2.1 ilustra o que obtemos, apds os trés primeiros passos.

—031- Az2- Qg3
a3z Gzz-Q11

"Q33-Qg1-ay2

Q33,0z21- Q32
Q12-Az3. Az
Q1. @z2.G33
1 2 3
Exemplo 2.5 Dada a matriz A= | 2 3 4 |, apds fazer os trés passos, descritos
3 4 5

acima, teriamos o sequinte diagrama.

Logo,

det(A)=1.35+243+324-333-441-522=15+24+24—-27—-16—20=0.
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Exercicio 2.4. Calcule o determinante das seguintes matrizes:

2 4 2 1 2 3 2 3 0
a)A=|4 2 1| b)B=|3 75| C=|-13 4| dD=
2 3 2 10 2 8 1 0 —4
Resposta: a) —6 b) —94 ¢) —24 d) 0.

23

Observagao: O método de Sarriis é utilizado apenas para matriz quadrada de ordem

trés.

O proximo método que veremos para calcular determinante nos dara uma

maneira pratica de obter o determinante de uma matriz quadrada de ordem n>1,

sem precisar da definicdo de determinante dada neste material.

2.2.2 Teorema de Laplace

Definigao 2.5 Dada uma matriz A = (a;;) de ordem n, denote por M;; a matriz

obtida da matriz A ao eliminar a i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz A.

Chama-se de cofator de a;j, o qual denota-se por A;j, o nimero real
Aij = (—1)i+j.d€t(Mij).

E chama-se de menor relativo de a;; o nimero real det(M;;).

310
Exemplo 2.6 Dada a matriz A= | 0 2 2 |, temos que:
1 1 1
2 2 0 2 0 2 1 0
My = , Mg = , Mz = , Moy = ;
1 1 1 1 1 1 1 1
30 31 10 30
Mg = , Moz = , Mz = , Mszg = e
1 1 1 1 2 2 0 2
3 1
M3z =
0 2

Logo, os cofatores dos elementos da matriz A sio:

App = (1) ldet(M11) =1.0=0, Ajg = (—1)1*2.det (M) = —1.(-2) = 2,
A1z = (1) det(My3) = 1.(=2) = =2, Agy = (—1)?>F . det(My) = —1.1 = —1,
Agg = (—1)*2.det(Mao) = 1.3 =3, Aoz = (—1)?T3.det(Ma3) = —1.2 = —2,
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Az = (=13t det(M31) =1.2 =2, A32 = (—1)312.det(M3s) = —1.6 = —6 ¢
A33 = (—1)3+3.det(M33) = 1.6 = 6.

Muitos autores utilizam o Teorema de Laplace para definir o determinante
de matrizes com ordem n>1. Segue abaixo o enunciado do teorema de Laplace:
Teorema de Laplace. Dada uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n > 1, tem-se

que

det(A) = aj1.Ain + a2 Aig + -+ + ain. Ain
ou
det(A) = a1;.A15+agj.Agj+ -+ anj.Anj,
para qualquer 4,7 € {1,2,...,n}.

310

Exemplo 2.7 O determinante da matriz A= | o0 2 2 |, € igual a 2, pois

1 11

det(A) = ag1.A21 +age.Age + az3.Az3
det(A) = 0.(=1)2T1(1.1-1.0) +2.(—=1)2*2.(3.1 = 1.0) + 2.(-1)?+3(3.1 - 1.1)
det(A) = 2.

Exercicio 2.5. Calcule o determinante das matrizes abaixo, utilizando o Teorema de

Laplace.
1 2 3 4 1 2 2
1 2 3 7 3 0
2 5 1 0 5 3 3 4 3
a) b) | 2 3 4| ¢ d |3 0 4| e
3 1 6 0 4 4 7T 7 4
3 4 5 2 5 1
2 3 2 5 14 11 5

Resposta: a) —13 b) 0 ¢) 10 d) —125 e) 1.



Capitulo 3

Sistemas Lineares

Para trabalhar com sistemas lineares é necesséario estudar inicialmente as equacoes

lineares e como obter o conjunto solugdo para estas.

3.1 Equagoes lineares
Definig¢ao 3.1 Toda equagdo que pode ser escrita na forma
a1z + agxy + -+ apry =,

onde ai, az,..., an, bER e x1, x2,..., T, SGo incignitas, € uma equagao linear.
Os numeros reais a1, as,..., an sGo chamados de coeficientes da equagdo linear, e

b é chamado de termo independente.

Exemplo 3.1 A equagdo 2x =8 € uma equagdo linear com coeficiente 2, incdgnita x

e termo independente igual a 8.

Exemplo 3.2 A equagio v/2x + 3y = 3 é uma equacdo linear com coeficientes /2 e

3, incdgnitas x ey, e termo independente igual a 3.

Exemplo 3.3 A equag¢io /x + 3y + 52+ w =9 nao é uma equagio linear, pois o

expoente da incognita x é % =1, jd que \/x = z1/2,

Exercicio 3.1. Quais das equacdes abaixo sdo equagoes lineares?
a) 2x + sen(3).y + 3z = /2, b)%Jr%:%, ¢) 2./x+2y+2=0,

2

d) sen(x)+ cons(x) =3, e e)r.z1 — w2.x9 + .23 = —7.

25
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Resposta: Apenas as equagoes dos itens a) e e).

Defini¢ao 3.2 Dada uma equagdo linear ajxy + asxs + -+ + anry, = b, diz-se que
x1 = ki, v2 = ko, ..., T = kyn, ou a énupla (ki,ka,...,kn), € uma solugdo da

equacgao se, e somente se, a igualdade
arky + agka + -+ anky, =0
€ satisfeita.

Exemplo 3.4 O par ordenado (5,3) é uma solugio para a equagio 2x — 3y =1, pois

25-33=10-9=1.

Exemplo 3.5 As ternas (1,—1,2) e (2,0,1) sdo solugées para a equagio x+2y+3z =
5, pois 1+2.(-1)4+32=1-246=5¢e2+2.0+3.1=2+0+3=5.

Exemplo 3.6 A quadrupla (2,1,2,0) nao é solu¢io para a equagio 2x+3y—2z+w = 2,
pois 2.24+3.1—-2240=4+3—-44+0=3=2.

Exercicio 3.2. Determine quais das seguintes ternas: u; = (5,—2,4), u2 = (5,—2,3),
uz = (2,3,1), ug = (2,2,6) e us = (3,—1,1), sao solugoes particulares da equagao

2z — 3y + 22 = 10.
Resposta: Entre as ternas acima, apenas ug e uq sao solugoes da equacao.

Defini¢ao 3.3 O conjunto formado por todas as solugdes de uma equagdo linear é
chamado conjunto solugao, ou solugao geral, ou solugao da equacgao. Tal conjunto
serd denotado por S. Em cada um dos trés ultimos exemplos, verificamos se uma

énupla era ou ndao uma solucio de uma equacdo.

Nosso objetivo, a partir de agora, serd encontrar o conjunto solucdo para
equacoes lineares. Iniciaremos com um tipo particular de equagoes lineares, as equa-

¢Oes lineares degeneradas.

Definig¢ao 3.4 Diz-se que uma equag¢do ai1xi + asxo + -+ + apty, = b € uma equacdo

linear degenerada quando todos os coeficientes da equacdo sdo iguais a zero.

Teorema 3.1. Dada uma equagado linear degenerada aijxi + asx2 + -+ + anxy = b,

temos que:
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e Se b=0, entdo a equagdo nao tem solugao e, portanto, S =0 = {}.

e Se b= 0, entdo qualquer énupla é solucdo da equacdo e, portanto, S = R" =

{(al,...,an)\al,...,an S R}

A demonstracido do teorema 3.1. nao serd feita nesta apostila, abaixo sera
dado um exemplo no qual utiliza-se o teorema 3.1 para determinar o conjunto solugao

para duas equagoes degeneradas.

Exemplo 3.7 Encontre o conjunto solugdo para as sequintes equagoes:

a) 0.z +0.y+0.z+0w=1 b) 0.z +0.y+0.2 =0.

Solucao:

A equacio 0.x + 0.y + 0.2 + 0.w = 1€ uma equacao linear degenerada com termo
independente diferente de zero. Logo, pelo teorema 3.1., a equacdo ndo tem solugdo
e, portanto, S =0. A equagio 0.z + 0.y +0.2 =0 é uma equagdo linear degenerada
com termo independente igual a zero. Logo, pelo teorema 3.1., toda terna é solugdo

da equagdo e, portanto, S = R3.

Exercicio 3.3. Obtenha o conjunto solugdo das seguintes equacgoes lineares:

a) 0x1 + 0z +0x3 + 024 + 025 = /2 b) 021 +022=0 ¢) 0+ 0y+0z+0w =0
d) 0x1 + 0x2 + 0x3 4+ 0x4 + 025 =0 e) 0xp = f) 0z1+ 0z2 =10

g) 0x1 4+ 0xg 4 0x3 4+ 0x4 = 0,001 h) 0z1 =

Resposta: a) S={ } b)) S=R%2 ¢)S=R* d)S=R°> ¢)S={}
NsS={1 9s5={} MS=R

Agora vamos estudar a solugao de equagoes lineares ndo degeneradas. Co-
mecaremos estudando as equacOes lineares nao degeneradas que possuem apenas
uma incognita.

Considere uma equagao linear ndo degenerada qualquer que tenha apenas
uma incognita, digamos ax =b. Como a = 0, segue que

ar b b
ar=b=> —=—=ux=—.
a a a

Logo, o conjunto solucao é S = {3}

Exemplo 3.8 O conjunto solu¢do da equagdo linear bx =3 é S = {%}, pois

3
Sr=3=zr=—.
T T ;
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Enquanto que, o conjunto solu¢io da equagio 3z +2=>5x+8 é S ={-3}, pois
3x+2=5x+8=3r—5xr=8-2=-2r=6=>2x=6/(—2)=>z=-3.

Exercicio 3.4. Obtenha o conjunto solugao das seguintes equacgoes lineares:

a)2r=7 b) —3x=2 ¢)92=0 d)V2.x=2 e)m.o=-2
Resposta: a)S:{%} b)S:{—%} c)S=0 d)S:{ﬂ} e)S:{—%}.

Agora, considere uma equacao linear ndo degenerada qualquer que tenha
mais de uma incognita, digamos aix1 +asx2+---+apr, =b. Como a equacdo linear
é nao degenerada existe pelo menos um coeficiente da equacio diferente de zero,
seja ay, o coeficiente diferente de zero com menor indice. Neste caso, chamaremos a
incognita x, de incoégnita principal e as demais incégnitas chamaremos de variaveis
livres.

Para obter uma solucdo particular de uma equacao linear nao degenerada
com mais de uma incégnita, basta atribuir valores as varidveis livres e isolar a

incégnita principal.

Exemplo 3.9 Considere a equacdo linear E : 0x1 + 0xg + 2x3 + 0x4 + x5 + 326 = 10.
Tem-se que, a equacdo linear ndo € degenerada e sua incégnita principal € x3. Logo,

r1,T9,T4,T5exe SGO as varidveis livres da equagdo. Fazendo
xlzl, 332:2, 1:422, 1‘5:1 ex6:0,
obtém-se

01+024223+02414+3.0=10=
0+0+223+0+1+0=10=
203 =10—-1=

x3=9/2.
Logo, (1, 2,%, 2, 1, 0) é uma solugio particular da equagao E.

Para obter o conjunto solucao, precisa-se obter todas as solugbes particu-
lares. E para isto, basta isolar a incégnita principal e, assim, obter a solu¢do em

funcdo das varidveis livres. O exemplo a seguir ilustra isto.
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Exemplo 3.10 Considere a equagdo linear Ox1 + 0xo + 223 + 0xq + x5 + 326 = 10. A
incognita principal € x3 e as varidveis livres sdo: T1, T2, T4, T € Tg. Dai, seque
que:

0x1+0x2 + 223+ 0xq4 + x5 + 326 = 10 =

04+0+2234+04 25+ 326 =10=

223 =10 — x5 — 3xg =

o 10 — x5 — 3¢

3= 9 .

Logo, o conjunto solugao da equagio 0x1+0x2+2x3+0x4+2x5+3x6 = 10 € 0 conjunto

10—25-3 .
SZ{(:UL@, 5 $6,x4,$5,$6),931,3?2,%4,%5,906EJR}-

Em relacao a quantidade de solugdes para uma equacao linear, pelo que
vimos até entdo, podemos fazer as seguintes observacoes.

Observagoes:

1. uma equacao degenerada pode nao ter nenhuma solucdo ou infinitas solugoes;

2. uma equacdo nao degenerada com mais de uma incégnita possui infinitas so-

lucoes; e

3. uma equacdo nao degenerada com uma Unica incognita possui uma tnica so-

lucao.

3.2 Sistemas Lineares

Defini¢ao 3.5 Um conjunto L com m equacoes lineares Ev, Fo, ...,Eq, de n incig-

nitas x1, x2, ..., Tn € chamado sistema linear.

Segue abaixo, a forma genérica de um sistema linear com m equagdes e n incégnitas.

11211 + 12212 + - + A1pTin = by ~» E; (primeira equacio)

21791 + a929x99 + -+ + aonTop = by ~» F» (segunda equagio)

Am1Tml + am2Tm2 + -+ + GmnTmn =  bm >  E, (m—ésima equacao)
Defini¢ao 3.6 Diz-se que uma énupla (a1, ag, ..., an) € uma solugao, ou uma so-
lugao particular, do sistema linear se, e somente se, (a1, a2, ..., Q) € solugio de

cada uma das equacoes do sistema.
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r+y+z = 6
Exemplo 3.11 A terna (1,2,3) € uma solugio do sistema linear § z—y+2z = 2 ,
z+y—2z = 0

pois (1,2,3) € solugio de cada uma das equagoes do sistema, jd que
1+4243=6; 1-24+3=2;¢e¢ 1+2—-3=0.

Exercicio 3.5. Verifique se a terna wu é solugao do sistema L, onde:

z+3y = 10
a)u=(1,3) e L:

3r+2y = 9

r+3y—2z = —5

b) u=(1,0,3) e L:
3r+2y+2z = 9

z+3y—2z = =5

3x+2y+2z = 13
c)u=(1,2,3) e L:

le+1y+1z = 6

dr+0y+2z = 9

r+ytztw = =2
d)u=(1,-2,3,—4) e L: r+y+z+2z = —6
20+ 0y +32z+0w = 10

Resposta: Apenas no itens a) e b) tém-se que u é solucao do sistema L.

Defini¢ao 3.7 O conjunto formado por todas as solucoes do sistema linear é chamado

conjunto solugao, ou solugao geral, ou solugao. Tal conjunto, denotaremos por S.

Defini¢ao 3.8 Dados dois sistemas lineares, L1 e Lo, diz-se que Ly e Lo sdo sistemas

lineares equivalentes se o conjunto solugdo de Ly € igual ao conjunto solugdo de Lo.

Nosso objetivo, a partir de agora, é encontrar o conjunto solucdo para
qualquer sistema linear de m equagoes e n incdgnitas. Vamos iniciar com um sistema
linear que denominamos que estd na forma escalonada, mas antes precisamos da

seguinte definicao:

Defini¢ao 3.9 Diz-se que um sistema linear estd na forma escalonada quando o sis-
tema € formado apenas por equagdes nao degeneradas e a incognita principal de
qualquer uma das equacoes do sistema estd a direita da incognita principal da equa-

cdo precedente.
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Exemplo 3.12 Considere os sistemas

2x1 +3x2 —3x3+ 0244225 =9

2x1 4+ 3x9 — 323+ 0xg +225 =9
3x3+5x4+6x5 =0

Ly: 3x3+5x4+6x5 =0 e Lo:

—3x4+T7x5 =6

—3xy4+T7x5 =06
brg—Trs =3
O sistema Lo ndo estd na forma escalonada, pois a incdgnita principal da quarta
equacdo ndo estd a direita da incognita principal da terceira equacdo. Enquanto
que, o sistema Ly estd na forma escalonada, pois a incégnita principal da segunda
equagdo, que é x3, estd a direita da incognita principal da primeira equacao, que é
x1; e a incognita principal da terceira equagdo, que é x4, estd a direita da incognita

principal da sequnda equacao.

Definigao 3.10 Dado um sistema linear escalonado, diz-se que x; € uma varidvel livre

do sistema, se x; ndo for incégnita principal de nenhuma das equagoes do sistema.

201+ 32 —3x3+0x44+225 = 9
Exemplo 3.13 O sistema L : 3x3+5x4+6x5 = 0 tem duas va-

—3x4+Tx5 = 6

ridveis livres, que sdo T9 e xs.

Um caso particular de sistemas que estdo na forma escalonada sao os sistemas na

forma triangular.

Definigao 3.11 Diz-se que o sistema linear estd na forma triangular quando o sis-
tema linear estd na forma escalonada e o numero de equagdes que formam os sistema

€ igual ao numero de incognitas do sistema.

abaixo temos um sistema linear genérico na forma escalonada.

a11z1l+apri2 +a13r13 + -+ a1 -1T1 0—1 + 10T = b1
22722 + 23723 + - + A2 122 n—1 + 2T, = b2
a33r33 + - +0a3,0-1T3,n-1+a3pT3n = b3
Up—1,n—1Tp—1n—1 T An—1nTn—1n = bn—1
AnnTnn = bn
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Exemplo 3.14 Considere os sistemas

221 + 322 — 323+ 0x4+225 = 9

201+ 312 —3x3+0x4+ 225 =9 dx9 —3x3+95x4+6x5 = 0

Lyi: 3x3+5x4+6x5 =0 e Lo: 23 —3x4+Tx5 = 6
—3x4+T7x5 =6 Srxq4—Txs = 3

205 = 1

O sistema L1 nao estd na forma triangular, pois ele tem 5 incognitas e trés equa-
coes. Enquanto que, o sistema Lo estd na forma triangular, pois ele estd na forma

escalonada e o numero de incognitas € igual ao numero de equagoes.

3.3 Resolugao de sistemas

Nesta secao, iremos obter o conjunto solucao dos sistemas lineares, comeg¢ando com
os sistemas lineares que estao na forma triangular, depois os que estdo na forma
escalonada que tem menos equagdes do que incdgnitas, e por fim, os sistemas lineares

que nao estdo na forma escalonada.

3.3.1 Resolugao de sistemas triangulares

Seja L um sistema linear na forma triangular formado pelas equagoes E1, Es, ..., Ey
de n incégnitas x1,x9,...,x,. Para obter a solucdo de L, procede-se da seguinte
maneira:

¢ Obtém-se x, na equagao F,.

e Substitui na equagao precedente, E,_1, o valor de z,, e isola-se z,,_1, obtendo

o valor de x,,—1.

e Substitui na equagdo precedente, F,_o, o valor de x, e x,_1 e isola-se x,_2,

obtendo o valor de z,_9.

o E assim por diante, até substituir na equacdo E7 o valor de x,,, Tp—1, ..., X2

e isolar x7.
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Exemplo 3.15 Considere o sistema linear
2x1+3x2 —3x3+0x4+225 =9
2rx9 —3x3+ 514 +6x5 =2
203 —4dxys+Tx5 =0

8ry—3x5 =2

2:135 =4

Temos, pela dltima equacdo, que
205 =4 = x5 = 2.
Substituindo s = 2 na quarta equacao, obtemos
8ry—3r5=2=>8x4—32=2=8r4=8=z4=1.
Substituindo x5 =2 e x4 =1 na terceira equacao, obtemos
203 —dxy+ 75 =0=>223—4.1472=0=2x3=—10= 23 = —5.
Substituindo x5 =2, x4 =1 e x3 = —5 na sequnda equagdo, obtemos
2x9 —3x3+ 524+ 615 =2 = 229 — 3.(—=5) +5.14+6.2 =2 = 229 = —30 = 22 = —15.
Substituindo x5 =2, x4 =1, x3=—5 e x9 = —15 na primeira equagdo, obtemos

2x1 4+ 3x2 — 323+ 024 + 225 =9 = 221 + 3.(—15) = 3.(=5) +0.1+2.2=9=

35
201 =35 =121 = —.

2
Logo, S = {(325,15,5,1,2) }

Exercicio 3.6. Resolva os seguintes sistemas lineares.

r + 2y + 3z =0 T — 2y + 3z = 2
a) 3y + 6z = 9 b) 3y — 2z = 4
lx + 4y + 8 — 2w = 10 le — 2y + 1z — 2w =
ly + 22 — 1w = 2 2y + 4z — 2w =
c) d)
3z + 2w = 10 52 — 2w =
20 = 2 Tw =

Resposta: a) S={(-7, 5, —1)} b) S:{(%, %0, %)} c) S:{(Q7 *%7 %, 1)}
d) S={(0,0,0,0)}.

o o o o
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3.3.2 Resolugao de sistemas na forma escalonada e nao triangular

Para resolver um sistema linear na forma escalonada, que nao estd na forma triangu-
lar, isola-se as varidveis principais do sistema no primeiro membro de cada equacéo,
obtendo, assim, um sistema que pode ser resolvido de forma similar a um sistema
triangular. Mas neste caso, a solugdo ficara em funcao das varidveis livres. Como

podemos observar no exemplo abaixo.

Exemplo 3.16 Considere o sistema linear

lzy + 2294323 —24 = 10
2x3+4x4 = 4
Solugao: Temos que x1 e x3 sGo as incognitas principais do sistema. Logo, isolando
as incognitas principais do sistema no primeiro membro de cada uma das equagoes,

obtemos:
lz1+3x3 = 1—2x9+4+ x4

203 = 4—4dxy
Temos, pela dltima equacdo, que
2:E3:4—4:E4:>$3:#:>x3:2—2x4.
Substituindo r3 = 2 — 2x4 na primeira equagdo, obtemos
1214323 = 1-2x94x4 = £1+3.(2—224) = 1 —229+24 = 1+6—6x4 = 1229424 =
r1 = —5—2x9+ Tx4.

Logo, S ={(—5—2xo + Tx4,22,2 — 224,24)|a,b € R}.

Exercicio 3.7. Resolva os seguintes sistemas lineares.

r + 2y + 3z =0 r — 2y + 3z = 2
a) b)
3y + 6z = 9 2z = 95

lx + 4y + 8 — 2w = 10
lx — 2y + 1z — 2w = 3
c) ly + 22 — 1w = 2 d)
2y + 4z — 2w = 2
2w = 4

Resposta:

a) S={(z—6, 3—2z, z);z€ R} b) S:{(Qy—%, Y, %);yEIR}
) S={(-2,4-2z, 2z, 2);z€R} d)S={(b-5z+4w, 1 -2z2+w, z, w);z, weR}.
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3.3.3 Resolucao de sistema que nao esta na forma escalonada

A partir de agora, nosso objetivo é obter o conjunto solugdo para um sistema linear
qualquer, mas para atingir esse objetivo precisa-se das operacoes definidas a seguir

e da definicdo de sistemas equivalentes.

Defini¢ao 3.12 Dados dois sistemas lineares L e L', diz-se que L e L' sdo sistemas

equivalentes se os dois sistemas lineares possuem o mesmo conjunto solucdo.

Seja L um sistema linear arbitrario, com equagdes Fq, Es, ..., E, de incégnitas
r1, T3, ..., Tn, qualquer uma das operacbes O1, O2, O3 e 04, definidas abaixo,

aplicadas no sistema L, nos d4 um novo sistema equivalente a L.

Ol. E; <— Ej : permutar a equacdo F; com a equacao Fj.

02. k.E; — E;, com k = 0: substituir uma equagdo por um multiplo dessa equa-

cao.

03. k.E; + Ej — Ej:

O4. k.E;+c.Ej — Ej,com c#0.

As operagoes O1, O2 e O3 sao chamadas operagoes elementares. A operacdo O4
definida acima, é uma juncao das operagoes O2 e O3.

Dado um sistema linear que nao esteja na forma escalonada e ndo tenha
uma equacao degenerada, o algoritmo apresentado a seguir, utilizard as equacdes
elementares para obter um sistema linear, na forma escalonada ou com uma equa-

¢ao degenerada linear, equivalente ao sistema dado.

Algoritmo

Passo 0: Tome i=lem=n

Passo 1: Selecione entre as incégnitas principais do sistema linear formado pelas equa-
¢oes Ei, Eiyq,..., By a incoégnita com menor indice, para facilitar a compreen-

sao digamos que tal incégnita seja .
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Passo 2: Examine o sistema:

a) Se a incégnita zj for incognita principal da equacdo Ej;, passe para o pro-

Ximo passo;

b) Caso contrario, permute a i-ésima equagdo com uma equagao cuja a incég-

nita principal seja xy.

Passo 3: Paratodo j € {i+1,...,m}, que satisfaga a; # 0, aplique a;.E;—a;,.E; — Ej.

Passo 4: Retire do sistema todas as equacoes degeneradas com termo independente igual

a zero, caso o sistema obtido no passo 3 tenha alguma.

CAPITULO 3. SISTEMAS LINEARES

Passo 5: Examine as equacdes do sistema obtido:

a) Se o sistema obtido estiver na forma escalonada ou possuir uma equagio
degenerada com termo independente diferente de zero pare o procedimento.

b) Caso contrério, faca i =i+ 1 e m igual ao nimero de equagdes do sistema,

e volte ao 1° Passo.

Exemplo 3.17 Resolva os sequintes sistemas lineares:

0.1
0.2
a) L1 :
0.1
0.1
Ox
2z
3z
6x
1x
2z
c) L3 :
2z

T

Solugao:

CL)Ll :

0.x1 +
O.a;l —
0.x1 +

0.x1 —

_l’_

_|_

2.x9
2.x9

6.x9

0.29
2.x9
2.x0
6.x9
2y —
3y
4y

9y

[\)
S
+ o+ o+ o+ o+ 4

+ o+ o+

10z

3.73
4.x3
9.23

9.23

3.x3
4.x3
9.23

9.x3

+ o+ o+t

+ lxy =
+ 2.x4 =
+ 3xy =
+ T.xy =
)

-7

-3

—-21

4

11

14
11

lxy = 5
2,4y, = 3
3.xy = 13

Txg = 14

)
3
13
14
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Passo 0: i=1 e m=4

Passo 1: As incognitas principais das equacoes Eq, Eo, Es3, E4 sdo xo e x3, logo a
incognita principal com menor indice € xo.

Passo 2: x9 nao € inciognita principal de Fq e € incognita principal de Eo. Logo,

aplica-se a operacio Fq <> Eo. Obtendo assim o sistema

0x1 — 29 + 43 + 2.4 = 3
0zy + 0x0 — 323 4+ lxy = 5
0z1 + 220 + 923 + 324 = 13
0xy — 6.9 + 923 + Ty = 14

Passo 3: Temos j =2,3,4, porém,apenas azz =0 e aq2 0. Logo, aplica-se a opera-

¢io ajo.By —ai2.Ej — Ej, para j = 3,4. Ou seja,

asze.F1 —aio. B3 — FE3 ou 2E{+2E;— Eg,

e
asge.Fh1—aio. By — FE4 ou —6E{+2E;—Ey
Obtendo assim, o sistema linear
0xy — 229 + 4dxs 4+ 2.4 = 3
0x1 + 0z — 33 + lag 5
0.xz1 + 0.2 + 26.x3 + 10.x4 32
0x1 + 0x9 — 6.x3 4+ 2.24 10

Passo 4: Nao existe equacoes degeneradas com termo independente nulo. Logo,

passe para o passos .

Passo 5: O sistema ndo possui equagdo degenerada e nem € um sistema linear na

forma escalonada, logo faz-se i=14+1=2, m =4 e volta-se para o passo 1.

Passo 1: Selecionando entre as incognitas principais das equagoes Es, F3 e Ey a

incognita com menor indice, obtém-se 3.

Passo 2: Como x3 é incognita principal de Fo podemos ir ao proximo passo.

Passo 3: Temos que j € {3, 4}. Além disso, azz =0 e as3 # 0. Logo, aplica-se a

operacao elementar

CL33.E2 — a23.E3 — E3

ou 26.E,+3.E; — E;3.
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as3.Fo —ao3. Fy — E4 ou —6.E,+3.E4s— E4.

Obtendo assim, o sistema linear

0x1 — 220 4+ 4dx3 + 224 = 3
0zt + 029 — 323 + lxy = 5
0xz1 + 0z + 0z3 4+ 56.x4 = 226
0zt + 0x2 + 0Ox3 4+ 0O0xgy = 0

Passo 4: Retire do sistema a equagdo degenerada com termo independente nula.

0x1 — 220 + 4dz3 + 214 = 3
0xzy + 0z9 — 323 + lxy = 5
0xz1 + 0xzo 4+ 023 4+ 56.xy = 226

Passo 5: O sistema linear estd na forma escalonada, encerra-se o algoritmo.

Resolvendo o sistema linear obtido, encontra-se o conjunto solugcdo

53 9 113
S = {($1,28,—28,28> L1 EIR}

Os itens b) e c) serao resolvidos pelo mesmo algoritmo, visto acima, porém nao

serao escritos todos os detalhes.

b)
Ox + 2y — 3z = 5 FEi — Es
2¢ — 3y + 4z = -7
3r + 4y + Tz = =3
6z — 9y + 12z = =21
2 — 3y + 4z = =T
Ox + 2y — 3z = )
3r + 4y + 7z = =3 3.F1—2.FE3 — Ej
6z — 9y + 8z = -21 6.F1 —2.F3 — E3
2 — 3y + 4z = =7
Oxr + 2y — 3z = )
Ox — 17y + -2z = -—15 —17.Ey —2.F3 — FE3
Oz + Oy + 0z = 0
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2z
Ox
Ox

3y
2y

Oy

+ 4z
- 3z
55z

-7
5
—55
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O sistema obtido estd na forma triangular, resolvendo-o, obtém-se S = {(0,1,—1)}.

c)
1lx

2x
2x
1z
1z
Ox
Oz
O0x

1lx

+ o+ o+ + + + o+ o+

+

2y
oy
oY

3y

3z
8z
10z
7z
3z
2z
4z
4z

3z

+ o+ o+ + o+ + o+ o+

2z
2z

2z

lz + 2y + 3z

ly + 2z

2z

0x + 0y + 0.z
O sistema obtido, possui uma equacio degenerada.

4
11 2E1 — Ey — Es
14 2E; — E3 — Es
11 E1— By — Ey
4
3
6 Ey— B3 — Es
3 Ey—E4— Ey4
4
3
3
0 2.F3—2.E4 — E4
4
3
3
-3

sistema linear Lz € S={ }.

Exercicio 3.8. Resolva os seguintes sistemas lineares.

2v + 4y

a)L1 :

C) L3:

3z + 6y

4z + 8y

T
2z
4z

+ 2y
+ 6y

+ 10y

_l’_

_|_
+

2y = 4 3z
52 = 10 b) La:{ 22

6z = 12 5%

3z
4 = -1

3z
172 = 9 d) Lyg:

3x
29z = 15

3z

+ o+ o+ o+

3y
Oy

2y
Oy

8y

£ o+ o+ o+

62
4z
10z
1z
3z
5z
¥4

Logo, o conjunto solugdo do

29
25
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2+ 2y — 2z + w
2 + 3y + 2z = 9
3r 4+ 3y — 2z + 2w
z + 3y — 2z = 6
e) Ls: f) Le: 3. + y — z 4+ w
2z + 4y + 0z = 6
r + y + z + 4w
3z + 6y — 5z = 10
—2x 4+ 0y + 2z + 3w

Classificagao de sistemas lineares

Dado um sistema linear o classificamos quanto a quantidade de solugoes da seguinte

maneira:
o possivel e determinado se possui uma tunica solugao (SPD);
o possivel e indeterminado se possui infinitas solugoes (SPI); e

o impossivel se ndo tem nenhuma solugao (SI).

Exemplo 3.18 No exemplo anterior, L1 € um sistema possivel e indeterminado, Lo

€ possivel e determinado, e Ly € um sistema impossivel.

Exercicio 3.9. Classifique os sistemas Ly, Lo, L3, L4, Ls e Lg, dados no exercicio

anterior, em relacao a quantidade de solucoes.

o oo W k= W



Capitulo 4

Vetores

Neste capitulo, definiremos uma importante ferramenta matematica, que é utilizada
em na fisica, na mecanica, na resisténcia dos materiais, em fendmenos do transporte,

entre outras disciplinas dos cursos de Engenharia.

4.1 Nocao Geométrica de Vetores

Consideremos um segmento AB, podemos supor que este segmento é um caminho
no qual uma determinada particula ird percorrer. Desde que nao altere o sentido da

trajetoria da particula sobre o segmento, teremos as seguintes possibilidades:
12. A particula sai de A e chega em B.
2%, A particula sai de B e chega em A.

Podemos representar o sentido da trajetoria da particula sobre o segmento
AB por uma seta. A partir de agora, todo segmento que for fixada um sentido
(orientacdo), chamaremos de segmento orientado.

Ao identificarmos o segmento orientado ao trajeto de uma particula, cha-
maremos de origem do segmento orientado o ponto no qual a particula saiu e de
extremidade do segmento orientado o ponto no qual a particula chegou.

Denotaremos o segmento orientado da 1* possibilidade, citada acima, como
o segmento orientado AB; e o trajeto citado na 22 possibilidade, como o segmento

orientado BA.

41
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Observagao: O segmento orientado AB e o segmento orientado BA sdo segmentos

orientados distintos, pois tém sentidos opostos.

B B E
Origem/
Extremidade
\A
Segmento AB Segmento Orientado AB Segmento Orientado BA

Figura 4.1: Segmento e segmentos orientados.

Exemplo 4.1 Dado o segmento orientado AB, temos que A € a origem e B € a
extremidade. Enquanto que, no segmento orientado BA, temos que B € a origem e
A € a extremidade. O segmento orientado cuja origem e a extremidade sGo iguais é
chamado segmento nulo. Logo, os segmentos orientados AA, BB, MM e NN sdo

todos exemplos de segmentos nulos.

Definigao 4.1 Dizemos que dois segmentos orientados AB e DC tém a mesma dire-
¢do, ou sGo segmentos paralelos, quando os segmentos AB e DC' estdo sobre retas

paralelas.

Quando os segmentos orientados possuem a mesma dire¢do, podemos compara-los
quanto ao sentido. Dizendo que eles tém o mesmo sentido ou sentido contrario.
Além da direcdo e do sentido de um segmento orientado, podemos destacar o seu

comprimento.

Defini¢ao 4.2 Dado um segmento orientado AB, definimos o seu comprimento como

sendo o comprimento do segmento AB.

Defini¢ao 4.3 Dizemos que dois segmentos orientados AB e CD sdo equipolentes
quando eles sao segmentos nulos ou eles tém a mesma direcdo, o mesmo sentido e

o mesmo comprimento. E denotaremos por AB ~ CD.

Agora vamos enunciar as propriedades sobre a relagdo de equipoléncia, tais

propriedades juntamente com a definicdo de equipoléncia sdo de suma importancia
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para posteriormente darmos a definicdo de um vetor e definirmos algumas caracte-
risticas do vetor. As demonstracoes das propriedades nao serdo demonstradas neste

material.
Propriedades de equipoléncia

i) AB~ AB.
ii) Se AB ~ CD, entao CD ~ AB.
iii) Se AB~CD e CD ~ EF, entdo AB ~ EF.

iv) Para qualquer segmento orientado AB e ponto C' qualquer, existe um tnico D

tal que AB ~ CD.

Defini¢do 4.4 Definimos o vetor AB, o qual denotamos por ﬁ, como sendo o con-
junto formado por todos os segmentos orientados equipolentes ao segmento orientado

AB. Isto é,

AB = {MN; MN ¢é um segmento orientado e MN ~ AB}.

O vetor também pode ser representado por letras mindsculas com uma seta acima.

Usualmente as letras mais utilizadas sdo u e v com a seta acima.

Observagoes:

i) ng = C'—D> se, e somente se, AB~ CD.

ii) Se CD € ¥, entdo v = oD.

e
iii) Dado um vetor ¢’ e um ponto C' qualquer, existe um ponto D tal que 7= CD.
O item i7) da observagao, nos diz que todos os elementos do vetor, podem representé-
lo. Logo, quando tivermos C'D € ¥, dizemos que o segmento C'D é um representante

do vetor v.

Defini¢ao 4.5 Dado um vetor v definimos a norma de ¥, que denotamos por ||9||,como
sendo o comprimento de qualquer um dos seus representantes. Quando ||U]| =1, di-

zemos que U é um vetor unitario.
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Defini¢ao 4.6 Dados vetores i e U, dizemos que U e U tém o mesma diregao, ou sdo
vetores paralelos, quando os representantes de @ forem paralelos aos representantes

—

de U.

IMPORTANTE: Para determinar um vetor é necessério e suficiente que seja deter-

minado sua norma, sua dire¢ao e o seu sentido.

Defini¢ao 4.7 Dado um vetor ¥ ndo nulo, definimos o versor do vetor ¢ como sendo

o vetor unitario que tém a mesma diregdo e o mesmo sentido que o vetor U.

4.1.1 Adigao entre vetores

Considere os vetores @ e U, digamos que AB seja um representante de 4, existe
um representante de ¥ que tem origem em B, digamos que a extremidade desse
representante seja o ponto C. Definimos a soma dos vetores 4 e ¥, que denotamos
por @+ ¥, como sendo o vetor que tem como representante o segmento orientado
com a origem igual a origem do representante do primeiro vetor e a extremidade

s
igual a extremidade do representante do segundo vetor. Ou seja, @+ v = AC.

Figura 4.2: Soma de vetores.

Exercicio 4.1. Dados os vetores i, W e ¥, abaixo, obtenha os vetores 4+ ¥, @ + 0,

— —

U+T+We U+ W.

4.1.2 Multiplicagao de um escalar por um vetor

Dado um vetor ¥, definimos a multiplica¢do de um escalar %k (niimero) pelo vetor

como sendo o vetor k.U, cuja
o norma de k.v é igual & |k|.||V]|;

e direcao de k.U é igual a direcao do vetor ; e
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e o sentido de k.7 é igual ao sentido do vetor ¥, se k > 0; e o sentido de k.7 tem

o sentido oposto do vetor ¥, se k < 0.

Figura 4.3: Multiplicacdo de um escalar por um vetor.

Exercicio 4.2. Dados os vetores i e U, abaixo, obtenha os vetores —1.u, —1.7, 2.1,

3.U, —2.14 e —3.0.

il

Observagio: Dado um vetor @ nao nulo e ¢ € R — {0}, temos que v = cu sdo

vetores com a mesma direcio, ou seja, W e U sdo vetores paralelos (7 [ ?)
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4.1.3 Diferenca entre vetores

Definimos a diferenga entre os vetores i e ¢, que denotamos por 4 — ¥, como sendo

o vetor @+ (—1.9).

Figura 4.4: Diferenca de vetores.

Exercicio 4.3. Dados os vetores i, w e ¥, abaixo, obtenha os vetores o — ¥, @ — W

)

U—1UeU—0.

4.1.4 Angulo entre Vetores

—

Defini¢ao 4.8 Dados vetores U e i, chamamos de angulo entre os vetores U e iU o

menor dangulo formado por quaisquer representantes dos vetores U e i que possuam

a mesma origem.

=l

Figura 4.5: Angulo entre os vetores ¥ e .
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Defini¢ao 4.9 Dizemos que dois vetores U e iU sdo ortogonais se, e somente se, o
angulo entre os vetores for um dangulo reto, ou seja, de 90°. Neste caso, pode-se

denotar que os vetores U e U sdo ortogonais, simplesmente, escrevendo v L .

Figura 4.6: Vetores ortogonais.
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Exemplo 4.2 Obtenha o dngulo entre os vetores U e U, representados abaizo.

]

lu.c.
—
//

Solugao:
Uma maneira de obter o angulo € construir um triangulo com os representantes dos

vetores U, il e U — U e utilizar a lei do cosseno.

Temos que
7] = V22 + 22 = 2/2;
U] =4; e

|V — @] = V22 + 22 = 2/2.

Logo, pela let do cosseno, temos
|7 — ) = |7)* + |@|® — 2.cos().|].]4).
O que implica que

(2\@)2 = (2\/5)2 +42 —2.c0s(6).2v/2.4

ou
8 =8+ 16— 16.cos(A).v/2
ou
16.cos(#).v/2 =16
ou

cos(f) = ——= =
Portanto, 8 = arc cos (@) =45°.

Exercicio 4.4. Determine o angulo entre os vetores ¢ e #, onde

Solugdo: a) 0 ~63,43° b) 0 ~110,53° ¢) §~108,43° d) 6~ 78,69°
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4.1.5 Projecao Ortogonal

Defini¢ao 4.10 Dados os vetores v = xﬁ eu= A_C’, podemos criar duas retasr e s,
onde r contém os pontos A e C, e s contém o ponto B e é perpendicular a reta r. O
ponto de interseccdo entre as duas retasr e s, B', é denominado projegao ortogonal
de B sobre r. E o vetor AB' é denominado projecao ortogonal de ¥ sobre u ou,

simplesmente, projegao de ¥ sobre i, o qual denota-se por proj.g.

proj.i

Figura 4.7: Angulo entre os vetores ¥ e .

Exercicio 4.5. Represente a projecao do vetor o sobre o vetor i, onde

4.2 Vetores no Plano

Nesta se¢ao, definiremos coordenadas de um vetor no plano, igualdade entre vetores,

adicdo e diferenca de vetores no plano.

Defini¢ao 4.11 Dado um vetor qualquer U no plano, definimos a expressao analitica
do vetor ¥ como sendo as coordenadas da extremidade do segmento orientado que

s
tem origem no ponto O(0, 0) que representa o vetor U. Ou seja, se U= OA com
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i)

A(z1,y1), entdo (x1,y1) € a expressdo analitica do vetor U, e escrevemos U= (x1,y1).

Figura 4.8: Expressao analitica do vetor v.

Também dizemos que 1 e y; sdo as coordenadas do vetor U, sendo que a primeira

coordenada chamamos de abscissa; e a segunda coordenada chamamos de ordenada.

—
Exemplo 4.3 Dado o vetor v = OA, onde A(2, 3) e O(0, 0) , temos que a expressao

analitica de ¥ € ¥ = (2, 3). Além disso, temos que 2 é a abscissa de U; e 3 é a

ordenada de U.

Nesta apostila, denotamos o vetor (1,0) por i; e o vetor (0,1) por 7. Tais vetores

sdo chamados vetores candnicos do plano.
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r.u

Figura 4.9: Vetores canoénicos do plano.

4.2.1 Igualdade entre vetores

Definigao 4.12 Dados dois vetores i = (x1,y1) e U= (z2,y2), dizemos que i e U sao

vetores iguais, o que denota-se por i =17 se, e somente se,
X1 =22 €y1=Y2.

Exemplo 4.4 Dados os vetores @ = (n+2m,5) e U= (6,m+ 1), determine o valor

de m e n para que a igualdade seja satisfeita U= .

Solugao:
Temos que
oL n+2m = 6
iT=1u< (n+2m,5)=(6,m+1) <

) = m+1
Resolvendo o sistema, obtemos m=4 e n=—2.

Exercicio 4.6. Determine a expressio analitica sabendo que ¥ = #, onde

a) T=(m,4) e i =(m,2m) b) 7= (m?5) e = (9,n)

¢) T=(vm,y/n) ed=(n,3) d)v=(m—2,—m)ed=(5-m)
Resposta: a) 1=(2,4) b) v=(3,5) ¢) v=(9,3) d) v=(5,-7)
4.2.2 Adigao de Vetores

Defini¢ao 4.13 Sejam i = (x1,y1) e ¥ = (x2,y2) dois vetores, definimos a soma de 4

por U, que denotamos por i+ U, como sendo o vetor U+ U= (x1 + x2,y1 + y2)-

Exemplo 4.5 Dados os vetores i = (1,2) e ¥ = (5,—1), temos que

i+7 = (1,2)+(5,-1) =
i+7 = (1+4524(-1) =
47 = (6,1).
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Exercicio 4.7. Dados os vetores uj = (3,—4), i = (3,3) e u3 = (37,9). Calcule:

a) ul +uxr b) ul+uz c) upr+uj

Resposta: a) (%,—1) b) (40,5) «¢) (?,12)

4.2.3 Multiplicacao de um escalar por um vetor

Definigio 4.14 Seja i@ = (x1,y1) um vetor e qualquer c € R?, definimos a multiplica-

¢io de ¢ por @, que denotamos por c.i ou ci, como sendo o vetor c.i = (c.x1,c.y1).
Exemplo 4.6 Dado o vetor @ = (1,2), temos que 4.4 =4.(1,2) = (4.1,4.2) = (4,8).

Exercicio 4.8. Dados os vetores uj = (3,—4), ua = (%,3) e u3 = (37,9). Calcule:

a) 5aii  b) =341 ) 0y d) b e) 3.ub

(o

Resposta: a) (15, —20) b) (=9,12) «¢) (0,0) d) (3,37) ¢ (%,

).

4.2.4 Diferenca entre Vetores

Defini¢ao 4.15 Sejam @ = (z1,y1) e U = (x2,y2) dois vetores, definimos a diferenca
de U por v, que denotamos por i — U, como sendo o vetor i — (V) =i+ (—1.7) o que

equivale a

—

IS

— 0= (21— T2, Y1 — ¥2).

Exemplo 4.7 Dados os vetores i = (1,2) e = (5,—1), temos que

i-7 = (1,2)—(5,-1) =
i—-7 = (1-5,2—(-1) =
Q-7 = (—4, 3).

Exercicio 4.9. Dados os vetores uj = (3,—4), uj = (%,3) e u3 = (37,9). Calcule:

a)u] —up b)ul—u3 c)up—uz d)upr—u] e)uz—up f)uz—uj
Resposta: ) (3, ~7) #) (=84, 13) ) (=%, ~6) @) (=5, 7)
o) (%.6) ) (3413)

Uma pergunta que o leitor pode estar fazendo neste momento é:

Como obter, de forma algébrica, a expressao analitica de um vetor M N qualquer?
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M

Figura 4.10: Decomposi¢ao de um vetor como diferenca de dois vetores com origem

no ponto O.

Para responder a esta indagacao basta observar que

MN = MO +ON =—0OM + ON = ON — OM = N — M.

Exemplo 4.8 Dados os pontos A(3, 2) e B(5, —2), temos que ﬁ =B-—A, ou seja,
AB = ~(3,2)=(2, —4).

Exercicio 4.10. Obtenha a expressao analitica do vetor zﬁ , onde
a) A(3, 5) e B(8, 8) b) A(2,1) e B(—2,0) «¢) A(7, —3) e B(—5, —2)
d) A(3, 1) e B(}, 3)

—(5,3) b) AB = (-4, —1) ¢) AB = (~12, 1)

Resposta: a)

4.2.5 Norma e versor de um vetor

Defini¢io 4.16 Dado um vetor v = (z, y) € R%, chamamos de norma do vetor ¥ ou

médulo do vetor U, que denotamos por ||v||, o nimero real

1] = /22 + 2.
Exemplo 4.9 Se 7= (3, 5), entdo ||U]| = V32 +5%=9+25=+/34.

Exercicio 4.11. Calcule a norma dos seguintes vetores:
a) U=(3,4) b)T=(2, 4) ¢) U=(-6, 8) d) v=(8, 16)
(

e)T=(-1,3) flv=(4 —12) ¢g)v=(53) h)T=(15 -9)
Resposta: a) [|7]| =5 b) [0 =2v5 ¢) [0 =10 d) [|7] =8V5 e) [[7]|=V10

NFl =410 g) [|5] = V34 h)||v]| =3v34
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Exercicio 4.12. Seja @ = (x1,y1) e ¢ € R verifique que |c@|| = |¢|.|| @]

Exercicio 4.13. Dado o = (3,4), calcule a norma dos seguintes vetores:

) W b) Uy

—2.7 c) V=51 d) ?3: (_%_%)
)

Resposta: a) | =5 0) [T1]=10 o [ T2 =25  d) | 75 =¥

Defini¢io 4.17 Dado um vetor ¥ = (x, y) € R?, ndo nulo, chamamos de versor do

vetor U, € o vetor

77 (T 71)
== = = )
1] 17" (17
Exercicio 4.14. Obtenha o versor dos seguintes vetores:

a) T=(3,4) b)T=(24) ¢ T=(=68) d) F=(8, 16)
&) T=(-1,3) f)T=(4 —12) ¢)T=(53) h)v=(15 —9)

Resposta:
@ (3 3) D (£.25)  o(-L4) 9 (8
o (1% M°) N (I 50 o (38 ) w (R -4

4.3 Vetores no Espaco

Nesta secao, definiremos coordenadas de um vetor no espaco, igualdade entre vetores,

adicdo e diferenca de vetores no espago.

Defini¢ao 4.18 Dado um vetor qualquer ¥ no espaco, definimos a expressao analitica
do vetor U como sendo as coordenadas da extremidade do segmento orientado que
. . . N
representa o vetor U, que tem origem no ponto O(0, 0, 0). Ou seja, se ¥ = OA
com A(x1,y1,21), entdo (x1,y1,21) € a expressio analitica do vetor U, e escrevemos
U= (z1,y1,21)-
Também dizemos que x1, y1 € z1 sdo as coordenadas do vetor v, sendo que a primeira
coordenada chamamos de abscissa; a sequnda coordenada chamamos de ordenada; e

a terceira coordenada chamamos de cota.

Nesta apostila, denotamos o vetor (1,0,0) por i o vetor (0,1,0) por j: e o vetor

(0,0,1) por k. Tais vetores sio chamados vetores canonicos do espaco.
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Figura 4.11: Vetores canénicos do espago.

Para vetores no espago, definimos adi¢ao de vetores, multiplicacio de um
escalar por um vetor e diferenca de vetores de forma andloga a que definimos no
plano.

4.3.1 Igualdade entre vetores

Defini¢ao 4.19 Dados dois vetores @ = (x1,y1,21) € U = (x2,Yy2,22), dizemos que i e

U sao vetores iguais, o que denota-se por i = U se, e somente se,
T1 =22, Y1=Y2 € 21 =22.

Exemplo 4.10 Dados os vetores i = (n+m,5,6) e ¥= (6,n—1,2n—m), determine

o valor de m e n para que a igualdade seja satisfeita U= .

Solugao:
Temos que
n+m = 6
vt=u< (n+m,5,6)=(6,n—1,2n—m) < 5 = n—1
6 = 2n—m

Resolvendo o sistema, obtemos m =2 e n =4.

Exercicio 4.13. Determine a expressao analitica sabendo que ¢ = i, onde

a) 1= (m,m?,m3) e i=(mm,-27) b)) T=(m+1,5m)ed=(nn+2,m)

¢) V= (a+b+ca+2eb) ei=(2ba) d) 7=(2,23m)eid=(2,2m+n)

Resposta: a) 7= (—3,9,—27) b) ¥=(3,5,2) ¢) ¥=(2,1,1) d) 7=(3,2,6)
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4.3.2 Adigao de Vetores

Defini¢ao 4.20 Sejam @ = (x1,y1,21) € U = (x2,y2,22) dois vetores, definimos a soma

de @ por U, que denotamos por i+ U, como sendo o vetor

’LT-F’UZ (1'1 +1:27y1 +?/2”21+,22)‘

Exemplo 4.11 Dados os vetores i = (1,2,5) e ¥ = (5,—1,2), temos que

iu+v = (1,2,5)+(5,-1,2) =
i+7 = (1+52+(-1),5+2) =
u+v = (6,1,7).

Exercicio 4.14. Dados os vetores uj = (3,—4,2), up = (%,3,%) e uz = (37,9,0).

Calcule:

a) U] +uz b) ul+uz c) us+uj

Resposta: a) (%, -1, %) b) (40, 5, 2) ¢) (%5, 12, %)

4.3.3 Multiplicagao de um escalar por Vetores

Defini¢ao 4.21 Seja @ = (1,y1,21) um vetor e qualquer ¢ € R, definimos a multipli-

cagao de c por i, que denotamos por c.d ou ci, como sendo o vetor

c.d=(c.x1,cy1,c.21).

Exemplo 4.12 Dado o vetor @ = (1,2,—3), temos que

4.0=4.(1,2,-3) = (4.1,4.2,4.(—3)) = (4,8,—12).

Exercicio 4.15. Dados os vetores 4] = (3,—4,6), u3 = (%,3, %) e uz = (37,9,0).
Calcule:
a) buy b)) —3.] c) 0.uy d) muzr e) 32.u3

Resposta: a) (15, —20, 30) b) (-9, 12, ~18) ¢) (0, 0, 0) d) (5, 37, %)
e) (1184, 288, 0)



4.3. VETORES NO ESPACO o7

4.3.4 Diferenca entre Vetores

Defini¢ao 4.22 Sejam i = (x1,y1,21) e U= (x2,y2,22) dois vetores, definimos a dife-
renca de U por U, que denotamos por @ —U, como sendo o vetor 4 — (0) = d+ (—1.7)
0 que equivale a

—

U—U=(x1 —x2, y1 —Y2,21 — 22).

Exemplo 4.13 Dados os vetores i = (1,2,4) e ¥ = (5,—1,8), temos que

i—v (1,2,4)— (5,—-1,8) =
i—-5 = (1-52—(-1),4—8) =
-7 = (—4,3,-4).

Exercicio 4.16. Dados os vetores uj = (3,—4,6), uy = (5,3,%) e uz = (37,9,0).
Calcule:

a)uyj —up b)ui—u3 c)up—uz d)uz—u] e)uz—upr f)uz—uj
Resposta: a) (g, -7, 13—6) b) (—34, —13, 6) c¢) (—%, —6,%) d) (—g, 7, —%)

(%, 6,-2) /) (34,13, —6)

Através da diferenga entre vetores obtemos a expressao analitica de um

vetor zﬁ qualquer, com A = O(x,y,z). Se A(x1, y1, 21) e B(x2, y2, 22), entdo
—
E: O?— OA =B—-A=(xa—x1, Y2 —y1, 22 — 21)-

Exemplo 4.14 Dado o vetor v = OA, onde A(2, 3, 5), temos que a expressio anali-
tica de U é ¥ = (2, 3, 5). Além disso, temos que 2 € a abscissa de U; 3 é a ordenada

de U; e 5 € a cota de .

Exemplo 4.15 Dados os pontos A(3, 2,0) e B(5, —2,6), temos que ﬁ =B-A=
(5, —2,6) — (3, 2,0) = (2, —4,6).
Exercicio 4.17. Obtenha a expressao analitica do vetor zﬁ , onde

a) A(3, 2, 1) e B(2, 3, 2) b) A(4, 5, —1) e B(3, —4, 9)

¢) A(11, 10, 8) e B(0, —2, 1) d) A(~3, 2, 0) e B(6, 6, 6)

Resposta: a) AB =(—1,1,1) b) AB = (-1, -9, 10) ¢) AB = (—11, —12, —7)
d) AB = (9, 4,6)
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4.3.5 Norma e versor de um vetor

Defini¢io 4.23 Dado um vetor ¥ = (x, y, z) € R?, chamamos de norma do vetor ¥

ou médulo do vetor U, que denotamos por ||V||, o nimero real

[ = y/22 + 42+ 2.

Exemplo 4.16 Se = (-3, 2, 1), entao

191 = /(8 + 22 412 = VO T 471 = Vid,

Exercicio 4.18. Calcule a norma dos seguintes vetores:

) T=(3,4,2) b T=(2,4,4) ) T=(-6,83) d) =8, 2, 1)
e) v=(-1,3,2) flo=(1, -2,2) g)v=(53,1) h)T=(1, 0, V)

Resposta: a) ||7| =29 b) lU]=6 ¢) ||v] =109 d) ||v]| = V69
e) [[7l=v14 f)|v]=3 g) |0]=v35 h) 7] =3

Exercicio 4.19. Seja @ = (x1,y1,21) e ¢ € R verifique que ||c%’|| = |c|.| 7.
Exercicio 4.20. Dado o = (—2,1,2), calcule a norma dos seguintes vetores:

%)

d) || 73] = 2

Q) W b) Ti=-2T ¢ V=57 d) Ts=(-

Resposta: a) | 7'|=3 b) |71]|=6 ¢ V2] =

3
7

~o

6
7
15

Definigao 4.24 Dado um vetor v = (x, y, z) € R3, chamamos de versor do vetor v,

1 ( Y z )
U= — .
[ [T

Exercicio 4.19. Obtenha o versor dos seguintes vetores:

o vetor

a)T=(3,4,2) b T=(2,4,4) c)T=(-6,83) d)i=(8, 2 1)
e)v=(-1,3,2) flo=(1, -2,2) g)v=(53,1) h)v=(1,0, V8)

Resposta:
a) (3@ 429 2\/@) b) (; 2 g) c) (_6\/109 81109 _3\/109)
29 » 29 0 29 3 3" 3 109 > 109 ° 109
3

0 (2. %48 ) o (A ) (-39

69 » 69 * 69 >3 3

g) (VE, 2B ¥B) ) (4,0, %),
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4.3.6 Vetores Paralelos

Definimos no capitulo 4, definicdo 4.6, quando dois vetores sdo paralelos. Nesta
subsec¢ao, vamos ver como determinar se dois vetores sdo ou nao paralelos conhecendo
suas expressoes analiticas.

Suponhamos que W = (z1,y1,21) € v = (22,Y2,22) sejam vetores nao nulos,

_>
paralelos e com o mesmo sentido. Denotemos por ¢ = H e W =cv. consideremos
_)
o vetor W = ”Lu% Temos que:

1. Como W = ¢, temos que W I o, e como U I W, podemos concluir que
i I 7, ouseja, W e U tém a mesma direcdo.

—
2. ¢c= H >0, j4 que || 7’| > 0. Logo, temos que @ = ¢ @ tém o mesmo sentido;

3. ||| =



Capitulo 5

Produtos

Neste capitulo, defini-se trés produtos entre vetores, tais produtos serao ferramentas
de suma importancia para compreendermos as demonstracoes das formulas para
o célculo de distancia, o dngulo entre alguns objetos, a area de paralelogramo e
tridngulo, além do volume de paralelepipedo. Iniciaremos com a definicdo do produto

escalar.

5.1 Definicoes e Propriedades dos Produtos

5.1.1 Produto Escalar

Defini¢ao 5.1 Dados dois vetores @ = (x1,y1,21) e U= (x2,y2,22), definimos o pro-

duto escalar, que denotamos por U.vU, como sendo o nidmero real
U.0=x1.02 +y1.Yy2 + 21.22.

Exemplo 5.1 Sejam i = (1,0,—2) e = (3,—5,4), entdo
4.0=1.3+0.(=5)+ (~2).4

Exercicio 5.1. Calcule:
a) (3,1, 0).(—2, 0,—5) b) (2,3, =2).(2,3,4) ¢) (9, =3, 3).(—1, —3,2)

d) (2, -1, 3).(-2, 2,1) e) (7,5, 3).(=3, 2,5) f) (2, =4, 6).(1, 3,5)
g9) (-1, 1, 2).(=2, 3,-1) h) (2, —1, 4).(3, 2,3)
Resposta: a) —6 b)5 ¢)24 d) —3 e)4 f)20 g)3 h)16

60
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Exercicio 5.2. Dados os vetores o = (x1,91,21), v = (z2,y2,22) e = (x3,y3,23)

e uma constante ¢ € R. Calcule:
a) .V b) v. U 0w A |72 ) W(V+W)

HUET+TW g (W) h) W A(cT) Q) (W)W
Comparando os resultados obtidos no exercicio 5.2. dos seguintes itens: a) e b);
c) e d);
e) e f);

e g), h) e i), podemos concluir que as seguintes propriedades de produto escalar

para vetores no espaco sao verdadeiras.

Propriedades. Dados os vetores ﬂ), v e W, temos que

Observagao: As propriedades acima também valem para vetores no plano.

5.1.2 Produto Vetorial

Defini¢ao 5.2 Dados dois vetores @ = (x1,y1,21) e U= (x2,y2,22), definimos o pro-

duto vetorial de U por U, que denotamos por 4 X U, como sendo o vetor
UX VU= (y1.22 —Y2.21,—T1.22 + £2.21,T1.Yy2 + £2.Y1)- (5.1)

Pela equagao 5.1., temos que:

—

UX U= (y1.22 — yg.zl).z—l— (—3?1.22 +m2.21).j + (z1.y2 — .TQ.yl).E, (5.2)
que podemos reescrever:

U I 72 - (PO O SR W RV B TR T/
UX U= 4 — J+ k (5.3)
Y2 22 T2 22 T2 Y2
Logo, para calcularmos o produto vetorial ndo precisamos decorar a formula dada

na definicdo 5.2., podemos simplesmente calcular utilizando a formula dada pela
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equacdo 5.3., ou seja, calcular o determinante da matriz que tem os vetore s ¢, j e
k na primeira linha; as coordenadas do vetor i na segunda linha; e as coordenadas

do vetor ¥ na terceira linha.

Exemplo 5.2 Dados os vetores i = (2,1,3) e U= (2,0,4), temos que

i j ok
Uxv=1]2 1 3|=(4, =2, =2)
2 0 4

Exercicio 5.3. Calcule @ x ¥, onde:
Q) @=(2,3,1) e v=(3,2,3) b uw=(-2 -1,2) e v =(42,0)

Resposta: a) (7,—3,—5) b) (=4, 8, 0) ¢) (—10, 12, 14) d) (10, —12, —14)
e) (0,3, =3) f) (0, =3, 3)

Exercicio 5.4. Dados os vetores u = (z1, v1, 21), v = (z2, y2, 22) €
W= (x3, Y3, 23), € O 0 Angulo entre o e U, calcule:
i) Wxu
i) Wx v e—UxT.
i) Ux(V+w)e W x VUV +U XW.
W) @ x D) e W2+ V- (7).
Através do exercicio 5.4., podemos concluir que as seguintes propriedades

sao verdadeiras:

Propriedades. Dados os vetores U), v e W, temos que

i) @ x W =0 para todo .
i) Wx VU =—1x71u.

i) Wx(V4+W)=UxVU+0 xW.

. — . = — — — —3\2
i) [ x U2 = )P+ )P - ()7



5.2. ANGULO ENTRE VETORES NO PLANO E NO ESPACO 63
5.1.3 Produto Misto

Defini¢do 5.3 Dados os vetores W = (x1,y1,21), U = (z2,y2,22) e W = (x3,93,23),

definimos o produto misto de 7, v e W, que denotamos por (7, ?, W), como

sendo o ndumero

(W, V', W)=uw. (0 x W) (5.4)
Utilizando a equagdo 5.3., podemos reescrever a equacao 5.4., da seguinte maneira:

Y1 21| — 1 oz | — 1 oy | =
.1 . J

(W', O, W)= (x1, y1, 21). - + K
Yys z3 2 Z3 r3 Y3
(5.5)
ou
1T Y1 21
= =
(u7 v, W): r2 Y2 22 (56)
xr3 Ys =3

Exemplo 5.3 Dados os vetores u = (2,1,3), v = (2,0,4) e W= (3, 2, 1) , temos
que

2 1 3
LT, W)=|3 2 1|=164+2+40—-12—12—0=—6.

2 0 4

Exercicio 5.5. Calcule (7, v, W), onde:

1,1,1), ¥ =(0, —=4,5) e W = (2, 1, 1).
b) W= (3,4,5), v=(26 7e o =(5 10, 12).
)W =(2,6,7), v =(-1,2 —1)e W =(1, —2,3).
2,1,1), =3, 45) e W=(—1, 0, 0).
0, —4,5), v =(-1,2, —1)e w =(1, 1,1).
Hd=(1,-23), v=(267e @=(0, —4,5)

Resposta a)9 b)0 ¢)20 d) —1 e) —15 f) 54.

5.2 Angulo entre vetores no plano e no espago

Dados dois vetores o = (x1, 11, 21) € v = (x2, Y2, 22), pode-se construir um tri-

angulo cujos os lados sdo representantes dos vetores U,V eV .
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Figura 5.1: Angulo entre os vetores i e .

Denotando por 6 o angulo entre os vetores e 7, e utilizando a lei dos

cossenos, pode-se obter:
==
17 =@ =17 >+ | TN =2 ||| |].cos (6). (5.7)

Por outro lado, temos que

- =
|7 =)= ( &

T — 1, Y2 — Y1, 22— 21)

2
||77 7H2: (\/(132*561, Y2 — Y1, 22*21)‘(‘T27$17 Y2 — Y1, 22*21))

||7_ 7”2 =22 +yd+ 22 — 2(w1.22 +y1.y2 + 21.22) + 25+ Y5 + 23

- = — 2 = =2
17 =@ P =727 7 + |7 (5.8)

Comparando a equacdo 5.7. e 5.8, obtemos
17| = 2.0 + | TP = 17>+ | T =2 &[] ||.cos (6).  (5.9)

Isolando cos (#) na equagdo 5.9., obtemos

w.T

cos(0) = TZl (5.10)

Exemplo 5.4 Dados os vetores U = (1,2,2) e v = (2,1,2), temos que

(:03(6?)—ﬂjﬂ>'7 _8_8
Y 339

Logo, 8 = arc cos (S) R 27,27°.

Exercicio 5.4. Calcule o dngulo entre os vetores U e 7, onde
)T =(3,21) e V=(=2,2,0 u=(5—-1,2) e 7 =(2 -1, -2)
AU =(2, 4,4 e =03, -1,2) ) =5,3,2) e T =(2, 3, —1)

Resposta: a) 100,89° b) 64,79° «¢) 36,7° d) 42,52°
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5.2.1 Angulos Diretores

Dado um vetor v’ = (z,y,z) nao nulo, denota-se por , o dngulo entre o vetor v e

—- ~ —
e o vetor j,e#, o angulo entre o v eo

v

— A
o vetor i , 6, o angulo entre o vetor

%
vetor k .

Figura 5.2: Angulos diretores.

Os angulos 0, 0, e 0, sao chamados de angulos diretores e os cossenos

desses angulos sdo denominados cossenos diretores. Observe que

_>
CcOS (0 ): 7 Z_) — (I7y7z)'(170’0) — z}
0w eyl — 12
— =
. .(0,1,0)
cos (0,) = —2- I, = [2v:2)-(0.10) _ e
(0y) 127 M)l — 127
%
cos (0,) = 7. k_) _ [(z,y,2).(00,1)] _ z_
ZwEl - eyl — 127

Além disso,

cos? (0z) 4 cos? (0,) +cos? (0,) = (ﬁ)Q - (ﬁ)Q + (ﬁ)Q

ou

2 2
2 2 2 x Y z
cos® (0.,.)+cos? (0,)+cos* (0 ) = — ) +[ —2L ) 4+ —— 2
( iU) ( y) ( Z) < $2+y2_’_22> ( x2+y2_’_22> ( ﬂf2+y2+22

ou
2 2 2
2 2 200y _ r Yy — z
cos® (0) + cos” (0y) + cos” (0,) = o + 21212 22 R
ou
24,2 .2
YTtz
cos? (0) + cos® (0,) + cos® (0,) = m

Logo, vale a seguinte igualdade

cos? (0) + cos? (0,) +cos? (0,) = 1
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Exemplo 5.5 Dado o vetor v = (3,0,4), temos que os cossenos diretores sao

cos (0y) = Hfjj\l =2, cos(by) = ﬁ =0, ecos(f,) = ”f)ju =%

E consequentemente, os angulos diretores sdo

0, = arc cos (%) ~ 53,13, 0, = arc cos(0) =90° e 0, = arc cos (%) ~ 36,87°.

Exercicio 5.5. Obtenha os cossenos diretores e os angulos diretores do vetor 7, onde
a) v =(1,2,3) b) T =(2,-2,1) ¢ ¥ =(-3,1,0) d) v =(3,3,3)

Resposta: a) cos(f;) = %, cos(0y) = ¥==, cos(0,) = 25~ 0, = T74,5°,

6, ~57,69° e 0,~36,7° b) cos(bx)= %, cos(by) = —%, cos(6,) = %, Oy ~ 48,19°,
Oy ~131,81° e 0,~70,53° c) cos(bx) = —3vI0 cos(bly) = V10 cos(6,) =0,

Ox ~161,57°, Oy ~71,57° e 0, =90° d) cos(bx) = 73, cos(by) = @,

cos(6,) = @, Ox = 54,74°, Oy ~ 54,74° e 0, =~ 54,74°

Exercicio 5.6. Verifique se é possivel que 6, = 459, 0y = 459 e 6, = 459 sejam angulos
diretores de algum vetor. (Sugestao: Verifique se os dngulos satisfazem a igualdade
cos? (0) + cos? (0y) + cos? (6,) = 1)
Resposta: a) cos(0,) = %, cos(0y) = @, cos(0,) = 7=, 0, = 74,5,

0, ~57,69° e 0,~36,7° b) cos(bx)= %, cos(by) = —%, cos(f,) = %, Oy ~ 48,19°,
Oy ~131,81° e 6, ~ 70,53° c) cos(by) = —2Y2L, cos(fy) = 1£00, cos(f,) =0,

Ox ~ 161,57°, 0y ~71,57° e 0, =90° d) cos(bx) = 2, cos(by) = 2,

cos(0,) = Y2, 05 ~ 54,74°, 0, ~ 54,74° e 0, ~ 54,74°

Exercicio 5.6. Verifique se é possivel que 0, = 459, 0y = 459 e 0, = 45° sejam angulos

diretores de algum vetor. (Sugestao: Verifique se os angulos satisfazem a igualdade

cos? (0) + cos? (0y) + cos? (6,) = 1)

5.3 Aplicacao do Produto Vetorial e Misto

Nesta se¢ao, iremos utilizar o produto vetorial como ferramenta para calcular a area
de um paralelogramo e de um tridngulo, e o produto misto como ferramenta para
calcular o volume de um paralelepipedo.

Como todo poligono pode ser "dividido"em tridngulos, poderiamos calcular

a area do poligono utilizando o produto vetorial. Mas nesta se¢ao ndo iremos calcular
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a area de um poligono qualquer, como dito acima, iremos calcular a area apenas do

paralelogramo e do triangulo.

5.3.1 Area de Paralelogramo e Tridngulo

Considere dois vetores @ e o nao nulos, pode-se escolher dois representantes de
)

cada um desses vetores de tal forma que esses representantes sejam os lados de um

paralelogramo. Neste caso, dizemos que o paralelogramo é determinado pelos vetores

we V.

w

h

Figura 5.3: Paralelogramo determinado pelos vetores u e .

Denotemos por:
e A a area do paralelogramo determinado pelos vetores we v
e h a altura do paralelogramo;

e b o comprimento da base do paralelogramo; e

e 0 o angulo entre os vetores Ue.
— h
Observando a figura 5.3., temos que b = || V|| e sen(0) = & Por outro lado,
U
sabemos que A = b.h. Logo,
A=W ||.sen(6). (5.11)
Mas pela propriedade v) de produto vetorial, temos que
1% x T = | @[ 7 ||-sen (6). (5.12)

Utilizando a equagao 5.12., podemos reescrever a equagao 5.11., obtemos que

A= |7 x7|.
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Exemplo 5.6 A drea do paralelogramo determinado pelos vetores = (2,1,2) e v =

(—1,2,2) € igual a v/65u.a. (unidade de drea), pois

A= H U x F>” - H(27172) X (_17272)" = \/(_2)2 + (_6)2 + (5)2 = \/ﬁu-a.

Exercicio 5.7. Calcule a drea do paralelogramo determinado pelos vetores o e ?,

onde
a) Ww=(2,1,3)e v =(-2,-1,2) B)uw =(52,2)e v =(3,4,1)

O =(1,32)e v=03,-1,1) du=(-1,0,2)e v =(3,2,—1)
Resposta: @) 5\/5u.a. b) v/233u.a. ¢) 5v/6u.a. d) 3v/5u.a.
Consequéncia: WXV =0 se, e somente se, os vetores U e U sdo vetores paralelos

ou um deles é nulo.

Agora, consideremos o tridngulo determinado pelos vetores e U, ou
seja, o triangulo cujos os lados sdo formados por representantes do vetores 7, v e
-
. D [
n
A B

Figura 5.4: Tridngulo determinado pelos vetores i e 7.

Observando a figura acima, é facil de observar que a area do tridngulo

determinado pelos vetores % e v éametade da drea do paralelogramo determinado

pelos vetores Ue. Logo, se denotarmos a area do deste triangulo por Ap, teremos

A
que A = 0} e, portanto,
— =
17X T
2

Exemplo 5.7 A drea do triingulo determinado pelos vetores U = (2,1,2) e v =

—1,2,2) € iqual a ﬁu.a. 018
(—1,2,2) éig 5 D

o ITx P @12 x (1,29 VD067
ST 2 - 2 -

V65
2

u.a.

Exercicio 5.8. Calcule a area do tridngulo determinado pelos vetores o e U, onde

a) Ww=(2,1,3)e v =(-2,-1,2) B)uw =(52,2)e v =(3,4,1)

O =(1,32)e v=03,-1,1) du=(-1,0,2)e v =(3,2,—1)
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5v5 V233 5\/6ua J 3v5
2 2

Resposta: ) 5 ua. b) 5w c) ) ——u.a.

5.3.2 Volume do Paralelepipedo

Considere trés vetores 7, 7 e W ndo nulos, pode-se escolher quatro representantes

de cada um desses vetores de tal forma que esses representantes sejam as arestas de
um paralelepipedo. Neste caso, dizemos que o paralelepipedo é determinado pelos

vetores 7, e .

Figura 5.5: Paralelepipedo determinado pelos vetores 4, U e w .

Denotemos por:

e V o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores 7, v e W;
e h a altura do paralelogramo;
e A a area da base do paralelepipedo; e
e 0 o angulo entre os vetores UxVed.
Observando a figura 5.5., temos que
A=|u x 7| ecos(h) = Whn ou h=|||.cos(6).
Por outro lado, sabemos que V = A.h. Logo,

V=7 x V||| &|.cos(6). (5.13)

Como 0 é o angulo entre os vetores W x W e W temos, pela formula dada pela

equacao 5.10., que

cos (6) = (W x V). | |W.(W x|
I x V] x T |
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ou

(W, @, V)|=||T x V|| @|.cos (8). (5.14)

Logo, pelas equacdes 5.13. e 5.14., obtemos que
V=|(W, W, V)| (5.15)

Como o calculo do produto misto (71, 72, 73) pode ser realizado simplesmente
calculando o determinante de uma matriz que tem as entradas da primeira linha

%

iguais as coordenadas do vetor wu'1; as entradas da segunda linha iguais as coorde-

nadas do vetor 72; e as entradas da terceira linha iguais as coordenadas do vetor
3. E sabendo que ao permutar duas linhas de uma matriz o determinante da ma-

triz obtida é igual ao oposto do determinante da matriz dada inicialmente, podemos

afirmar que:
V:|(W7 77 ?)‘:‘(77 W? 7)’:“77 F>7 ﬁ)‘

Exemplo 5.8 O wvolume do paralelepipedo determinado pelos vetores U = (2,1,2),

7 =(-1,2,2) e W =(2,3,—2) € igual d 32u.v. (unidade de volume), pois

21 2
(W, ¥, W)=| -1 2 2 |=-32
2 3 -2
e, consequentemente,
V=|(W, 7, w)|=|-32 = 32uw.

Exercicio 5.9. Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores 7, i
e W, onde

a) W =(2,1,3), v =(-2,-1,2) e & = (4,1,3)

W =(522), T =(341) e  =(2,0,—3)

Ow=(1,3,2), ¥ =3,-1,1) e =(5,7,8)

A =(-1,0,2), v =(3,2,-1) e & =(5,-2,2)

Resposta: ) 10u.v. b) 5du.v. ¢) 20u.v. d) 34u.v.

Consequéncia: (7, 7, W) = 0 se, e somente se, os vetores 7, 7 e W sdo vetores

coplanares (que existe um plano que contém representantes dos trés vetores).
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Exemplo 5.9 Os vetores @ = (1,1,1), v = (2,3,5) e W= (4,3,1) sdo coplanares,
pois
1 11
(W, v, W)=|2 3 5 |=0.
4 3 1

Exercicio 5.10. Verifique se os vetores 7, v e W sdo coplanares, onde

a) W=(21,3), v =(6,2,6)e W =(4,1,3)
bw =(3,2,2), v =341 e W =(2,1,-3)
W =(1,3,2), U =(4,53) ew =(3,2,1)

d)w =(-2,1,5), v =(3,-2,0) e @ = (5,—2,1)
Resposta: a) ndo coplanares b) coplanares c¢) nao coplanares d) coplanares

Exercicio 5.11. Verifique se os pontos A, B,C e D sdo pontos coplanares, onde

a) A(2,1,3), B(3,2,1), C(0,4,4) e D(0,},4)

b) A(2,3,-1), B(5,3,2), C(—1,4,5) e D(0,5,4)

c) A(2,3,-1), B(5,3,2), C(—-1,3,5) e D(5,5,1)

d) A(0,3,2), B(3,—1,2), C(-2,3,2) e D(—3,-3,2)

Sugestao: Verifique se os vetores zﬁ , A—C> e zﬁ sao coplanares, pois os pontos
A, B, C e D serdo coplanares se, e somente se, os vetores Zﬁ , Z@ e Z]j forem

coplanares.

Resposta: a) coplanares b) nao coplanares c¢) nao coplanares d) coplanares



Capitulo 6

Retas e Planos

Neste capitulo, nosso objeto de estudo sao as retas e os planos no espago. Primeiro
veremos as equagoes desses objetos. Depois, os dngulos formados por estes objetos,

e terminaremos estudando as posicoes relativas entre eles.

6.1 Equacgoes de Retas

Considere uma reta r, um vetor i paralelo a r, e um ponto A(x1,y1,21) € r. Logo,
para qualquer ponto P(z,y,z) arbitrrio, o vetor fﬁ ¢é paralelo ao vetor i se, e

somente se, P € r.

Suponhamos que P(z, y, z) €r, como A €1 e o vetor v é paralelo a reta

r, temos que zﬁ é paralelo & . Logo, existe t € R, tal que
—
th.? ou O?: OA +t. v ouP=A+t.7.

Substituindo as coordenadas, temos a seguinte equacao
(I‘,y,Z):($1,y1,21)+t.(a,b,0) (61)

que é chamada de equagao vetorial da reta r.

Da equagao 6.1., obtemos

(x,y,2) = (x1+ta, y1 +1tb, z1 +tc).

72
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Pela igualdade de vetores, obtemos as seguintes equagoes:

r = x1+ta
y = yi+th (6.2)
z = z1+tc

que sdo chamadas de equagdes paramétricas da reta r.
Vamos supor que a.b.c # 0, ou seja, as trés coordenadas do vetor v sdo
diferentes de zero. Isolando ¢ em cada uma das equagoes 6.2., temos que

Tr—x — zZ—7Z
;- 1,t:y ylet: iy
a b C

O que nos da as equagoes

1'—a$1 Z/_bylz»’«’—czl’ (6.3)
que sdo denominadas equagdes simétricas da reta 7.
Das equagdes 6.3., obtemos as equacgoes
x—afclzy_byl (6.4)
e
PTh_zZTA (6.5)

a C

Isolando y na equagao 6.4. e z na equacgao 6.5., obtemos as seguintes equacoes

y = Z(-tngy)

2 = TH(E=TEa)

a

, (6.6)

que sdo denominamos de equagoes reduzidas da reta em relagdo a variavel x.

Uma indagacdo que pode ser feita pelo leitor neste momento é: como sao
as equacgoes simétricas e reduzidas da reta r se uma ou duas das coordenadas do
vetor diretor sdo iguais a zero? Iniciaremos considerando o caso que apenas uma
coordenada ¢ igual a zero.

Sea=0, b=0 e c#0, neste caso, temos que

y—uy :Z—Z1
b c

T =1T1;

sdo as equagOes simétricas da reta, e
xr = I
_ —cy1
z o= F+(+a)

sao as equacOes reduzidas da reta em relagdo a variavel y.
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Observagao: Quando a primeira coordenada é igual a zero, ndo é possivel obter as

equagoes reduzidas em relagdo a .

Se a=0, b=0 e c=0, neste caso, temos

T—T1 =21 . N ..
Y=y = sao equacoes simétricas da reta r,
a c

y = 0

z = THEE+a)

sao as equacoes reduzidas da reta em relacao a variavel x.

Observagao: Quando a primeira coordenada é igual a zero, ndo é possivel obter a

equagcodes reduzidas em relagao a y.

Sea=#0, b#0 e c=0, neste caso, temos

rT—T1 _ Y—Yyr ~ T
z=zl; = b sao equagoes simétricas da reta r,
a

z = 2
sao as equacoes reduzidas da reta em relacao a variavel x.

a

y = 24 (—b‘% + yl)
Observagao: Quando a primeira coordenada é igual a zero, ndo é possivel obter as
equacdes reduzidas em relagao a y.
Vamos considerar agora quando duas das coordenadas do vetor diretor sdo
iguais a zero.
Seb=c=0¢ea=z0, temos que
y = u
z = 2
sdo as equacOes paramétricas, simétricas e reduzidas da reta r.
Sea=c=0¢eb=0, temos que
r = x
z = 2
sao as equacdes paramétricas, simétricas e reduzidas da reta r.

Sea=b=0¢e c=0, temos que
xr = 1

y = n

sdo as equacOes paramétricas, simétricas e reduzidas da reta r.
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Exemplo 6.1 Encontre a equacdo vetorial da reta r, sabendo que v = (1,2,3) é um
vetor diretor de r e A(3,2,1) €r

Solugao:

A equacao vetorial tem a forma P = A+t. 7, onde P é um ponto arbitrdrio; A é

um ponto da reta e o é um vetor diretor. Logo,

(z,y,2) =(3,2,1)+t.(1,2,3)

€ uma equacdo vetorial da reta r.

Exercicio 6.1. Encontre uma equacao vetorial da reta r, onde

a) A(2,3,8)ere v =(1,2,3) é o vetor diretor de .

b) A(4,1,6)ere v =(—1,-3,4) é o vetor diretor de r.

c) A(2,-3,9)ere v = (6,3,—2) é o vetor diretor de 7.
A

—_

-3,-2,-1)ere v = (3,3,1) é o vetor diretor de r.
Resposta: Existem infinitas equagoes vetoriais para cada reta, abaixo daremos uma

de cada uma das retas dos itens acima.
a) (z,y,2) =(2,3,8) +1.(1,2,3) b) (z,y,2) = (4,1,6) +t.(—1,—3,4)

¢) (z,y,2) =(2,-3,9) +1.(6,3,-2) d) (x,y,2) =(—-3,—2,—1)+1.(3,3,1)

Exemplo 6.2 Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta
r:(x,y,2) =(3,2,5) +1.(2,3,1).

Solugao:

Para obter os pontos basta atribuir valores a t. Fazendo t =0, obtemos A(3,2,5); e
fazendo t =1, obtemos B = (3,2,5)+1.(2,3,1) = (5,5,6). Portanto, A,B € r. Para
obter um vetor diretor, basta observar o vetor que o parametro t multiplica, desta

forma, temos que v = (2,3,1) é um vetor diretor de -

Exercicio 6.2. Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta r, onde

a) r:(z,y,2z)=(3,1,2) +t.(1,1,2).

z) =
b) r: (z,y,2) =(2,0,3) +t.(3,5,8).
c) r:(r,y,2)=(1,—1,4) +¢.(13,21,34).
)= (

d) r:(z,y,z 0,—2,5) +t.(55,89,144).
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Resposta: a) A(3,1,2), B(4,2,4) € re ()= (1,1,2)
b) A(2,0,3), B(5,5,11) €r e (v) = (3,5,8)
¢) A(1,—1,4), B(14,20,38) € r e (v) = (13,21,34)
d) A(0,—2,5), B(55,87,149) € r ¢ (v) = (55,89, 144)

Exemplo 6.3 Encontre as equacoes paramétricas da reta r, sabendo que v

é um vetor diretor de r e A(3,2,1) €r

Solugao:

Temos que as equacdes paramétricas de uma reta com vetor diretor v =

que passa sobre um ponto A(x1, y1, 21) tem a sequinte forma

r = x1+at
y = y1+0bt
z = z1+ct
Logo, temos que
z = 342t
y = 245t
z = 143t

sdo as equacées parameétricas da reta r.

Exercicio 6.3. Encontre as equacbes paramétricas da reta r, onde

(2,3,8) ere ¥ =(1,2,3) é o vetor diretor de r.

2,-3,9)€re v =

A(2

A(4,1,6)ere v = (—1,-3,4) é o vetor diretor de r.
A 6,3,—2) é o vetor diretor de r.
A

(
-3,—-2,—1)ere v = (3,3,1) é o vetor diretor de r.

d)
Resposta
x = 24t x = 44—t r = 246t
a)d y = 342t by = 1-3t )y = —3+3t
z = 843t z = 6+4t z = 9-2t
r = 243t
Exemplo 6.4 Verifique se A(8,1,2) €r:q¢ ¢y = 3—t
z =t
Solugao:

)

=(2,5,3)

(a,b,c) e

-3+ 3t
-2+ 3t

-1+

Para verificar se um ponto pertence a uma reta, sabendo quais sGo suas equagoes
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paramétricas basta substituir as coordenadas do ponto nas varidveis x, y, e z, € ve-
rificar se o sistema obtido tem solugdo. Caso o sistema obtido ndo tenha solucdo, o
ponto ndo pertence a reta, e caso contrdrio, o ponto pertence a reta um ponto per-
tencer a uma reta. Substituindo as coordenadas do ponto nas equagcoes paramétricas,

obtemos o sistema
8 = 243t

1 = 3-1
Resolvendo o sistema obtém-se, t = 2. Logo, o sistema tem solugcdo e, consequente-

mente, A €.

Exercicio 6.4. Dados os pontos A(1,2,3) B(0,4,3) C(—10,9,—7) D(4,2,5). Quais

r = —242t
destes pontos pertence a reta r : y = bH-—1t ?
z = 142t

Resposta: Apenas os pontos B, C €.

Exemplo 6.5 Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta

r = 243t
T y pry 3—t
z =t

Solugao:
Para obtermos pontos de uma reta sendo que foi dada suas equacées paramétricas,
basta atribuir valores a t.

Fazendo t =0, obtemos

z=24+30=z=2,y=3-0=>y=3; ez=0.
Logo, A(2,3,0) € r. Fazendo t =2, obtemos

r=2432=2=8 y=3-2=>y=1ez=2.

Logo, A(8,1,2)2 €.
Para obter o vetor diretor basta observar os numeros que multiplicam o
parametro t em cada uma das equagdes, neste caso temos que 3 multiplica t na

equacdo que estd a varidvel x no primeiro membro; —1 multiplica t na equacdo que
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estd a varidvel y no primeiro membro; e 1 multiplica t na equacdo que estd a varidvel
z no primeiro membro. Logo, v = (3,—1,1) € um wvetor diretor.
Uma outra maneira de obter um vetor diretor de uma reta r tendo dois

pontos pertencentes a estd, € criar um vetor com oS pontos.

Exercicio 6.5. Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta r, onde

x = 143t r = T+11¢
a)r:q y = 1-—5t byr:q y = 3
z = 2—8t z = =2t
r = 10+ 5t r = 2-5¢t
c)riqy = 100+10t d)r:{ y = -2t
z = 1000+ 20t z = 34T
e)r: 0 f)r: v =3
z = 3 z = 9
Resposta: a) A(1,1,2), B(4,—4,—6) €, v = (3,—5,-8)
b) A(7,3,0), B(—4,3,2) er, v = (11,0,—2)
¢) A(10,100,1000), B(15,110,1020) € r, ¥ = (5,10,20)
A(

d) A(V2,3,3), B(V2-5,-3,10) €7, ¥ =(-5,-2,7)
e)A(5,3,0), B(5,3,1) €7, v =(0,0,1)

£A0,3,9), B(1,4,9) €r, ¥ =(1,0,0)
Exemplo 6.6 Encontre as equagdes simétricas da reta r, sabendo que =(5,4,3) é
um vetor diretor de r e A(3,2,1) €r
Solugao:

Sabemos que a equacdo simétrica tem a forma

onde A(x1,y1,21) € um ponto da reta e v = (a,b,c) é um vetor diretor da reta.

Logo,

sGo as equacoes simétricas da reta r.

Exercicio 6.6. Encontre as equacoes simétricas da reta r, onde

a) A(2,3,8)ere v =(1,2,3) é o vetor diretor de r.
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b) A(4,1,6) €re U = (—1,-3,4) é o vetor diretor de 7.
c)

A(2,-3,9)€re ¥ =

(6,3,—2) é o vetor diretor de 7.
v

A(=3,-2,—1)ere v =(3,3,1) é o vetor diretor de 7.
A(

3,2,5)ere v =(—2,0,1) é o vetor diretor de r.

€)

f) A@2,7,—-1)ere v = (4,2,0) é o vetor diretor de r.

Resposta

_3 _8 —4 —1 —6 2 +3 -9
a)x-2=4F" =52 b)) =g =i o) a5

9 _ _ -7
d) B =02 =p1 o) =25 y=2 [)IP=10 =1

Exemplo 6.7 Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta

x—3 y+1 =z+1
2 2 3

T

Solugao:

Conhecendo as equagoes simétricas de uma reta, para encontrar pontos basta atribuir
valores a uma das varidveis e encontrar as outras. O wvalor atribuido e os valores
obtidos serdo as coordenadas do ponto. Substituindo x = 3, nas equagoes

r—3 y+1 2z+1

2 2 37
obtemos
3—3 y+1 =2+1
2 2 37
ou
0 y+1 z+1
2 37
o que implica que
y+1 z+1
— =0 =0.
2 ¢ 73

Resolvendo as duas equagoes, obtém-se y=—1 e z = —1. Portanto, A(3, —1, —1) €

7.

De forma andloga substituindo x = 11 na equagdo da reta r, obtemos y=7 e z=11.

Logo, B(11,7,11) e r

Sabendo que um wvetor diretor da reta r, é o vetor que tem como coordenadas o0s
3 y+1 z

denominadores nas equagoes 5> = 45 = H, pode-se afirmar que v = (2,2,3) €

um vetor diretor.
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Exercicio 6.7. Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta r, onde

a) =5 _ y+l _ 242 b)x__4=y—1:% C)I_Szyrg:z d)x:3‘y72—ﬂ

—2_1_3 1 5 — 4

e)%: +5 ;2=7 flz=5ez=6
Resposta:

a) A(5,—1,—-2), B(3,-2,1) e ¥ =(-2,—1,3)
b) A(4,1,0), B(3,2,2) e U =(-1,1,2)
¢) A(3,-3,0), B(4,1,1) e v =(1,4,1)
d) A(3,2,-5), B(3,7,—1) e v =(0,5,4)
) A(2,-12,7), B(4,-7,7) e U =(2,5,0)
9) A(5,0,6), B(5,1,6) e v =(0,1,0)

Exemplo 6.8 Verifique se A(6, 9, 12) € r: 72 = yTS = %4.

Solugao:

Para verificar se o ponto pertence a reta, basta substituir as coordenadas do ponto
na equacdo. Se as igqualdades forem verdadeiras, o ponto pertence a reta; caso con-

trdario,o ponto nao pertence a reta. Temos que

2 3 4

ou

4_6_8

2 3 4
ou

2=2=2
Portanto, A €.
Exercicio 6.8. Verifique se A€ r: “’T_?’ = % = % , onde

a) A(3, =1, =2) b) A(13,5,6) c¢) A(—2,—4,-2) d) A(28,14,12)
Resposta: a) Ae¢r b)Aecr «¢) Ae¢r d)Aer.

Exemplo 6.9 FEncontre as equagoes reduzidas da reta r, sabendo que v = (1,2,2) €
um vetor diretor de r e A(3,2,0) €r

Solugao:

Podemos facilmente obter as equagoes simétricas da reta r, e utilizando estas obter

as equacgoes reduzidas da reta r. Temos que
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Logo,

x—3:T e x—3:%.

Isolando y na primeira equacdo e z na sequnda, obtemos

y = 2x—4
z = 2x—6

que sao as equagoes reduzidas da reta r.

Exercicio 6.9. Encontre as equacoes reduzidas da reta r, onde

a) A(2,3,8)ere T =(1,2,3) é o vetor diretor de r.

b) A(4,1,6)ere v = (—1 —3,4) é o vetor diretor de r.
)

c) A(2,-3,9) €re v =(6,3,—2) é o vetor diretor de r.
d) A(—=3,-2,—1)ere ¥ =(3,3,1) é o vetor diretor de r.
e) A(3,2,5) ere v =(—2,0,1) é o vetor diretor de 7.

f) A2,7,-1)ere v = (4,2,0) é o vetor diretor de r.
) Al

A(9,5,1)ere v = (0,3,0) é o vetor diretor de r.

Resposta:
y = —1422 y = —11+3z r = 29-3z2
a) b) ©) 21 3z
z = 243z z = 22—4x Yy 35
r = 3z z = 13-2z r = —12+2y
d) €) f)
y = 143z y = 2 z = —1
z =9
9)
z =1

Exemplo 6.10 Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta r :

Solugao:

24 3x

81

o+ 2x

Fazendo x =0, obtemos y=2+50=2e2=5+20=5. F fazendo x =1, obtemos

y=2431=5¢cz=54+21="7. Logo, A(0,2,5), B(1,57)€r ¢ ¥ — AB —

€ um vetor diretor da reta r.

(1,3,2)
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Exercicio 6.10. Encontre dois pontos e um vetor diretor da reta r, onde

r = 243z r = —T7+6y y = 44«2
a) r: b) r: c)r:
y = 95—2z z = 3—-2y z =5
= bz = 4 r = -5
d) r Y e)r: Y fr
z = 2-bx z =5 y = —3
Resposta:
a) A(2,5,0), B(5,3,1) e U =(3,-21)
b) A(-7,0,3), B(-1,1,1) e ¥ =(6,1,-2)
¢) A(0,4,5), B(1,5,5) e v =(1,1,0)
d) A(0,0,2), B(1,5,-3) e v =(1,5,-5)
e) A(0,4,5), B(1,4,5) e U =(1,0,0)
) A(=5,-3,0), B(=5,-3,1) e v =(0,0,1)

Exemplo 6.11 Encontre a equacdo vetorial, as equacoes paramétricas, as equagcoes
simétricas e as equagoes reduzidas da reta r onde A(2,1,3), B(5,3,4) €r

Solugao:

Para obtermos qualquer uma das equagoes precisamos sempre de um ponto da reta
e um vetor diretor. Como A(2,1,3), B(5,3,4) € r temos que ﬁ =(3,2,1) || e,
consequentemente, zﬁ € um vetor diretor da reta T.

Logo, (xz,y,2) =(2,1,3) +t.(3,2,1) € uma equagdo vetorial da reta r;

r = 243t
rigy = 142t
z = 3+t

sdo as equacoes parameétricas da reta r;

r—2 y—1 =z-3

3 2 1

sdo as equagoes simétricas da reta r. Para obter as equacoes reduzidas, em vez de
decorarmos uma formula, podemos utilizar as equacgdes simétricas. Utilizando as

equagoes simétricas obtemos
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que sdo as equacgoes reduzidas em relagdo a x.

Exercicio 6.11. Encontre a equacao vetorial, as equagoes paramétricas, as equacoes
simétricas e as equagoes reduzidas da reta r, onde

a) A(3,5,2),B(4,2,1) er.

b) A(-3,1,2),B(0,—2,1) €r.

c) A(2,5,6),B(3,—2,4) €.

Resposta: a) (z,y,2) = (3,5,2) +t.(1,—3,—1) é uma equagao vetorial da reta r;

r = 3 + t
y = 5 — 3t saoequagoes paramétricas da reta r;
z = 2 —
r—3= y_7—35 = 2:12 sdo as equacoes simétricas da reta 7; e

y = 14 — 3z ~ N
sdo as equacoes reduzidas da reta r em relacdo a x.
z = 5 — =z

b) (z,y,2) =(-3,1,2) +¢.(3,—3,—1) é uma equagao vetorial da reta r;

z = =3 + 3t
y = 1 — 3t saoequagoes paramétricas da reta r;
z = 2 -t

3 -3 —
y = —x — 2

- sao as equacgoes reduzidas da reta r em relagdo a x.
z = —= + 1

z = 2 — i
y = b — Tt sdoequagoes paramétricas da reta r;
z = 6 — 2t

= = sdo as equacoes simétricas da reta r; e

y = —T7r + 19 )
sao as equagoes reduzidas da reta r em relagdo a x.

z = —2x + 10
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6.2 Equacoes do Plano

Dado um plano «, nosso objetivo sera obter uma equagao que nos permita determinar

quando um ponto pertence ou nao a este plano.

6.2.1 Equacao Geral do Plano

Suponhamos que o ponto A(x1,y1,21) € @ e um vetor w = (a,b,c) seja ortogonal ao
plano «. Logo, para qualquer ponto P(z, y, z), temos que P € « se, e somente se,

os vetores Alg\ e T sdo ortogonais, o que equivale a

AP. 7 =0

ou

(x—z1, y—uy1, 2—21).(a, b, ¢) =0
ou

ax +by+cz— (ax1 +by; +cz1) =0
ou

ax+by+cz+d=0,

onde d = —ax1 —by; —cz1. A equagdo ax+by+cz+d =0, onde d = —ax; — by, —cz1,
é chamada de equagao geral do plano ou equagao cartesiana do plano.

O vetor 7 ortogonal ao plano é denominado vetor normal ao plano.
Logo, para obter a equacgao geral de um plano precisa-se de um ponto e um vetor

normal.

Exemplo 6.12 Obtenha a equagio geral do plano « que contém o ponto A(1, 2, 3) e
o vetor normal W = (3, 5, 1).

Solugao:

Temos que

d=—ax1—by; —cz1 =-3.1-5.2—1.3 = —16.

Logo, a equagdo geral do plano é

a:3x+5y+2—16=0.
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Exercicio 6.12. Obtenha a equacdo geral do plano a que contém o ponto A e tem o
vetor 7 como vetor normal de a, onde

a) A(0,-2,1) e W =(-2,-1,3) b) A(1,1,1) e W = (5,3,—3)

¢) A(3,2,5) e 7 = (0,2,—3) d) A(4,3,2) e W = (6,0,5)

Resposta: a) —2rx—y+32—5=0 b)5x+3y—32—5=0 ¢)2y—32+11=0

d) 6x+52—34=0

Exemplo 6.13 Verifique se o ponto A(3,2,4) € a:2x+3y —22—3=0.

Solugao:

Para verificar se um ponto pertence a um plano basta substituir as coordenadas
do ponto na equacdo, se as coordenadas satisfazer a equacdo implica que o ponto
pertence ao plano; caso contrdrio, o ponto nao pertence ao plano.

Fazendo x =3, y=2 e z =4, obtemos
23432-24-3=00u6+6—8—-3=00ul=0.
Como a equagio nao foi satisfeita, temos que o ponto A(3,2,4) & .

Exercicio 6.13. Dados os pontos A(10,7,8), B(2,-1,3), C(-3,5,-10), D(—1,-1,0)
e F(—3,-2,—1) e o plano « : 2x — 3z 4+ 2z + 1 = 0. Determine quais dos pontos
supracitados pertence ao plano.

Resposta: Os pontos que pertencem ao plano « sdo: A, C e D.

Exemplo 6.14 Obtenha um ponto pertencente ao plano o : 2z +y+2+2=0.
Solugao:

Para obter um ponto de um plano basta atribuir valores a duas das varidveis e obter
a varidvel que ndo foi atribuido o valor. Substituindo © =0 e y =1 na equagdo geral

do plano a, obtemos a equacdo linear
204+14242=0,

cuja a solugdo é z = —3.

Logo, A(0,1,—3) é um ponto do plano c.

Exercicio 6.14. Dado o plano a : 3x 4+ 2y + 3z — 10 = 0, encontre:
a) dois pontos quaisquer do plano.

b) um ponto cuja ordenada é igual & 3 e a cota é igual a 1.
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¢) um ponto cuja abscissa é igual & -3 e a cota é igual a 2.

d) um ponto cuja abscissa é igual & 2 e a ordenada é igual a 0.

1 1
Resposta: a) A(10,—10,0) e B(0,5,0) b) C (3,3, 1) c)D (—3, ;,2) d)E (2,0, i)

6.2.2 Equagoes Paramétricas do Plano

Dado um plano a qualquer e pontos A, B,C € «, denotando v = xﬁ e W= 14—C>
Para qualquer ponto P(z,y,2) € R3, temos que P € a se, e somente se, existem
t,h € R tal que

AP =t + h. 0. (6.7)

ou

P=A+tv +hu. (6.8)

As duas figuras abaixo ilustram este fato.

hi—ADp —————————— =

Figura 6.2: Ponto P que nao pertence ao plano a.

Denotando v = (ag,b1,c1), @ = (ag,ba,c2) e Plx,y,2), A(x1,y1,21) € a,

pode-se reescrever a equagao 6.8. como se segue

(x,y,z) = (ml,yl,zl) +t.(a1,b1,01) + h.(ag,bg,CQ). (6.9)
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Da equacao 6.9., obtém-se as equacoes

r = x1 + ai.t + as.h
y = y1 + bt + bah
z = z1 + c.t + c2.h

que sdo denominadas equagoes paramétricas do plano a.

Exemplo 6.15 Obtenha as equacdes paramétricas do plano o, onde

a) A(1,2,3)ea, v =(3,2,5)|a e @ =(-2,14) | a.

b) A(1,2,2), B(3,1,2), C(0,3,3) € a

Solugao:

a) Como A(1,2,3)€a, ¥ =(3,2,5) || a e W = (=2,1t4) || o, fazemos
(x1,y1,21) = (1,2,3); (a1,b1,c1) = (3,2,5) e (a2,b2,c2) = (—2,1,4).

E assim, obtém-se as equacoes paramétricas do plano c.

r = 1 + 3t — 2.h

y = 2 4+ 2t + 1.h ~vequacgoes paramétricas do plano a.

z = 3 + b5t + 4h
b) Como A(1,2,2), B(3,1,2), C(0,3,3) € a, temos que zﬁ || o e A—C’> | o, tomando
(:Bl,yl,zl):A(l,Z,Z) al,bl,cl ﬁ —1 0 e (az,bg,CZ):ZC—):(—l,l,l),

obtém-se as equacdes paramétricas do plano .

r = 1 + 2t — 1h

y = 2 — 1t + 1.h ~vequagoes paramétricas do plano.

z = 3 4+ 0t + 1.h

Exercicio 6.15. Obtenha as equagoes paramétricas do plano «, onde
a) A(1,5,3), B(4,2,1), C(6,5,4) € «
b =(3,2,6) || «, :(70 —2) | e A(3,-3,0) €

)
¢) A(7,3,0), B(=3,3,2)eae U =(6,1,-2) | a.
d) a:2x—3y+52+5=0

Resposta:
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x = 143t—-5.h x = 34+3t+7.h xr = —3+61—-10.h
a) y = 5-31 b)$ y = —3+4+2.¢ ) y = 3+1t

z = 3=2t+1.h z = 6.t—2h z = 2=2t+2h

x = 3.1

d) S y = 2t+5.h

z = —1+43.h
r = 2 4+ 2t + 2.h
Exemplo 6.16 Obtenha trés pontos pertencente ao planoa:{ y = 2 + 1t + 1.h
z = 3 + 4t + 2.h
Solugao:

Para obter um ponto do plano «, tendo suas equacdes paramétricas, basta atribuir
valores a t e a h.

Fazendo t=0 e h =0, obtemos

Fazendo t =2 e h =3, obtemos

T = 2 4+ 22 + 23 = 12
y = 2 + 12 + 13 = 7
z = 3 + 42 + 23 = 17

Logo, A(2,2,3), B(4,3,5) e C(12,7,17) sdo pontos do plano c.

x = =2 + 3t + 1A
Exercicio 6.16. Obtenha trés pontos pertencentes ao plano « : y = 3 — 1t + 1h -
z = 1 + 2t — 2.h

Resposta: A(—2,3,1), B(1,2,3) e C(—1,4,-1)
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x = 2 4+ 2t 4+ 2.h
Exemplo 6.17 Verifique se o ponto A(2,2,5)€q v = 2 + 1t + 1.h -

z = 3 + 4t + 2.h
Solugao:

Para verificar se um ponto pertence a um plano, tendo as equagdes paramétricas
do plano, basta substituir as coordenadas do ponto na equac¢do, obtendo assim um
sistema. Se o sistema obtido possuir solugdo, entdo o ponto pertencerd ao plano; e
se o sistema nao tenha solucdo do sistema, entdo o ponto nao pertencerd ao plano.
Substituindo as coordenadas do ponto A(2,2,5) nas equacoes paramétricas do plano

a, obtemos o sequinte sistema

2 = 2 + 2t + 2.h
2 =2 4+ 1t + 1.h -
5 = 3 + 4t + 2.h

Resolvendo o sistema, obtemos t =1 e h = —1. Logo, o sistema tem solucdo e,

consequentemente, o ponto A € a.

r = 6 4+ 3t + 2.h
Exercicio 6.17. Verifique se o ponto A € «: y = —2 + 2t — 2.h, onde
z = 2 — 4t + 2.h

a) A(11, —2,4) ) A(13, 4, 2) ¢ A(16, -2, —2)  d) A(14, 0, —4)
Resposta: a)A¢a b) Aea c)Aca d)Aca

6.3 Posigoes relativas

6.3.1 Posicoes Relativas entre duas Retas

Dadas duas retas r e s, pode-se classifica-las, em relagdo as suas posicoes, como retas

reversas, paralelas ou concorrentes.

Definig¢ao 6.1 Diz-se que duas retas r e s sdGo reversas se, ¢ somente se, nao existe

um plano que contenha r e s.
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Figura 6.3: Retas reversas.

Para verificar se duas retas r e s sdo reversas, basta verificar que o parale-
lepipedo determinado pelos vetores AE, vs e Uy ,onde A €r e B € s, tem volume

diferente de zero. O que equivale a dizer que as retas r e s sd0 reversas se, e somente

se, (ﬁ,@,v—s})i&

Defini¢ao 6.2 Diz-se que duas retas v e s sdo paralelas se, e somente se, existe um
plano que contenha r e s e a interseccao entre as retas é o conjunto vazio; ou estdo

no mesmo plano e sdo coincidentes.

Figura 6.4: Retas paralelas.

Para verificar se duas retas r e s sdo paralelas, basta verificar que seus

respectivos vetores diretores sao paralelos.

Definigao 6.3 Diz-se que duas retas r e s sGo concorrentes se, e somente se, possuem

apenas um pO’I’LtO em comum.

Figura 6.5: Retas concorrentes.

Para verificar se duas retas r e s sdo concorrentes, que elas ndo sdo reversas

e também nao sdo paralelas.
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Exemplo 6.18 Determine a posicdo relativa entre as retas r e s, onde

r = —2t
y = 2z
a) r es y = 2—4t
z = 1-2z
z = 1+4t
y = 2x _
oF R
z = 1-2z
C)T.Lﬂ_ﬂ_zes.ﬁ_ﬂ_ﬂ
T2 T 2 T2 1T T 3 T2
Solugao:
a) Temos que v, = (1,2,-2) e Vs = (—2,—4,4) sdo, respectivamente, os vetores
diretores de r e s. Como _—% = _—z = _—i = —0,5, temos que o0s vetores Uy oe Vs

sao paralelos. E consequentemente, as retas r e s sao paralelas.

- - _ ~ . .
b) Temos que v, = (1,2,—2) e Vs =(2,2,2) sdo, respectivamente, os vetores dire-
tores der e s. Como %i %, temos que os vetores ndao sao paralelos e, portanto, as

retas v e s ndo sao paralelas.

Além disso, temos que A(0,0,1) € r, B(2,1,—1) € s. e ﬁ =(2,1,-2). Logo,
ﬁ.(?r X Us)=1420.

Como AIB\ (7r X 73) =0, temos que as retas r e s sao retas reversas.

- - . . .
c¢) Temos que v = (2,2,2) e Vs = (1,3,2) sao, respectivamente, os vetores diretores
der es. Como % # %, temos que os vetores ndao sao paralelos e, portanto, as retas

r e s ndo sdo paralelas.

Além disso, temos que A(—1,2,0) € r, B(2,7,4) € s. e /ﬁ = (3,5,4). Logo,
AP (T x T5) =0.

Como Aﬁ.(?r X 73) =0 er e s nao sdo paralelas, temos que as retas r e s sdo

retas concorrentes.

Exercicio 6.18. Determine a posicao relativa entre as retas r e s, onde

a)r:—xf:%;z:7es:—xf32:—y__48;z:2
L x—3 _y—4 _ z—4 . x—4 _ y—7 z—3
byr: =9 =" es: 5m =" =52
r = 342t

_4 _9 _
c) = =42 =20 es: y = 242t

N
I
<t
+
—_
~
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L 1 r = 5—2z
drz+l=%4F5=%%2es
y = 6—-1z
r = —-3+42t r = 10—4t
e)r:d y = —3+3t es:4 y = 12—6t
r = —1-+4t r = 1-—1¢

flr:q vy = 243t es:Q y = 4—4¢t .
Resposta:

a) paralelas b) concorrentes c) concorrentes d) reversas e) paralelas f)reversas

6.3.2 Posigoes Relativas Entre Planos

Dados dois planos « e m, pode-se classifica-los, em relagao a suas posicoes relativas,

como sendo planos paralelos ou planos secantes.

Defini¢ao 6.4 Dizemos que dois planos sdo paralelos se, e somente se, sdo coinci-

dentes ou ndo possuem ponto comum.

|
=l

Figura 6.6: Planos paralelos.

Observagao: Os planos sao paralelos se, e somente se, os vetores normais dos planos

sao paralelos.

Definigao 6.5 Diz-se que dois planos sdo secantes ou concorrentes se, ¢ somente se,

a interseccdo entre os dois € uma reta.

Observagao: Para que os planos sejam secantes, basta que os planos nao sejam
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Figura 6.7: Planos secantes.

paralelos. Ou seja, para verificar que dois planos sdo secantes pode-se verificar que

0s vetores normais nao sao paralelos.

Exemplo 6.19 Determine a posicao relativa entre os planos a e w, onde
a) a:2x—3y+52—10=0e 7m: —4x+ 6y —10z+2 = 0.

b) a:3x+3y+52—10=0e m:12x+12y+10z+ 8 =0.

Solugao:

a) Temos que

o= (2,—3,5) € o vetor normal do plano «; e

W= (—4,6,—10) ¢ o vetor normal do plano .
Como _%1 = %3 = —ilo’ temos que T || 7. E consequentemente, o || .
b) Temos que
o= (3,3,5) € o vetor normal do plano «; e
= (12,12,10) € o vetor normal do plano .
Como
3 3 5
— = — —,
12 12 10
temos que o e T x ndo sio paralelos. E consequentemente, a e m ndo sdo paralelos.

Exercicio 6.19. Determine a posicao relativa entre os planos « e m, onde
a) a:6x—324+8=0e7m:5x—3y+z—-8=0

b) a:2x—3y—52—2=0em:2x—3y—5z—10=0
c)a:3x+3y—52z—2=0em:4x—4y—-2z+1=0

d) a:3r—3y—62+10=0em:2x—2y—4z—2=0

Solugdo: Planos secantes: a) e ¢) ; e planos paralelos b) e d).
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6.3.3 Posicoes Relativas Entre Plano e Reta

Definig¢ao 6.6 Diz-se que uma reta € paralela a um plano se, e somente se, a reta e

o plano nao tém ponto comum.

Figura 6.8: Reta paralela ao plano.

Definicao 6.7 Diz-se que uma reta estd contida num plano se, e somente se, todos

0s pontos da reta pertencem ao plano.

Figura 6.9: Reta contida no plano.

Definig¢ao 6.8 Diz-se que uma reta é secante a um plano se, e somente se, a reta e

o plano tém apenas wm ponto comum.

Figura 6.10: Reta secante ao plano.

Teorema. Seja r uma reta e & um plano. Se A, B € r, v, é o vetor diretor da reta

re Mo é um vetor normal do plano «, entao

e a reta r é paralela ao « se, e somente se, v, sdo ortogonais WaeAe Q;



6.3. POSICOES RELATIVAS 95

e areta r estd contida no plano « se, e somente se, A, B € a ou W é ortogonal

avreAcae
. — — ~ o= .
e a reta r é secante ao plano « se, e somente se, 7', € v, ndo sao ortogonais.

Exemplo 6.20 Determine a posicao relativa entre a reta r e o plano o, onde
=2 y—3 =z2-1

a) r: 22 23 21 e a:2x+2y—4z+2=0
x — y— z—
: = = 01 ly—-2z-3 =
b) r 22 23 21 e a:lx+1y—2z—-3=0
c)r:ag2 :y2 :Z2 e a:2x+3y—2z+5=0
Solugao:

a) Temos que Uy = (2,2,2) é um vetor diretor da reta r e o = (2,2,—4) € um

vetor normal do plano . Dai, seque que
UV Wa=22+2242.(-4)=0,

ou seja, 7r e Wa sdo ortogonais. Logo, ou a reta r estd contida mo plano o ou a
reta r é paralela ao plano o. Temos que A(2,3,1) € r, porém A(2,3,1) ¢ «, jd que

2.242.3—-4.14+2=8=0. Portanto, a reta r é paralela ao plano a.

s

b) Temos que Uy = (2,2,2) é um vetor diretor da retar e 7o =(1,1,—2) é um

vetor normal do plano . Dai, seque que
UV Wa=214+21+2.(-2)=0,

ou seja, 77« e ﬁ)a sdo ortogonais. Logo, ou a reta v estd contida no plano o ou a
reta r € paralela ao plano a. Temos que A(2,3,1) € r, porém A(2,3,1) & a, jd que
1.241.3—2.1—-3=5—-5=0. Portanto, a reta v estd contida no plano a.

¢) Temos que U, = (2,2,2) é um vetor diretor da reta r e 7o =(2,3,—2) € um

vetor normal do plano a. Logo, temos que
UV MWa=214+234+2.(-2)=5-4=1=0,
P L~ Py : 5
ou seja, v, e Ny nao sao ortogonais. Portanto, a reta r é secante ao plano .

Exercicio 6.21. Determine a posicio relativa entre a reta r e o plano «, onde
z = 3-3t
a)r:q y = —2+43t e a:x—-y—z+2=0.

z = 143t
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r = 3-3t
byr:q y = —2+43t e a:5x+3y+2z+2=0.
z = 143t
z = 1-2z2
c)r: e a:2x+y+z+6=0.
y = 243z
-1 -2
d)r:x Y2 e a:3x+2y—7=0.
-2 3
-2 1 -2
e)r:x _yrl_z e a:3x+5y—4z—-3=0.

v+l y+1  y+2

fr:—=3 2 A

e a:5x+y—3z=0.

Resposta: a) secantes b) paralelas c)paralelas d) r estd contida no plano «

e)secantes  f) r estd contida no plano .

6.4 Angulo

Nesta sec¢ao, serd obtido uma formula para calcular o angulo entre duas retas, o

angulo entre dois planos e o angulo entre um plano e uma reta.

6.4.1 Angulo entre duas Retas

Considere duas retas concorrentes, 7 ¢ s. O menor angulo entre as retas r e s é

chamado angulo da reta r e s.

L80" — ¢

Figura 6.11: Angulo entre duas retas.

Observagao: Se 6 é o angulo entre duas retas entao, 0° < 6 < 90° e, portanto,

cos(0) > 0.
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Sejam com 7r e 17T vetores diretores da reta r com sentidos opostos e,

e 775 diretores da reta r com sentidos opostos. Assim sendo, se 8 é o ngulo

entre os vetores Vg e Fﬁ, entdo (§ é o angulo entre os vetores 173 e 17T; 180°—p é
o angulo entre os vetores 17 s € Uy e 180°— 8 também é o angulo entre os vetores
Ve 17r. Mas como cos(180° — 8) = —cos(3), temos que |cos(180° — )| = |cos(B)].

Se 6 é o angulo entre as retas r e s entdo, # = 8 ou 8 = 180° — 3. Pela

observagao acima, temos que cos() > 0 e, consequentemente, cos(0) = |cos(/3)|, ou

seja,
- =
cos(6) = M
1[0l

E, portanto, temos que

|0 Vs
0=arccos| == |-
10

Exemplo 6.21 Obtenha o dngulo entre as retas

r = 1
-1 y—-1 z-2
Y 1+ 3t 5 1 5
z = 244t
Solugao:
Temos que

v, = (2,1,2) € o vetor diretor da reta r; e

75 =(0,3,4) € o vetor diretor da reta s.

Logo,
® |0, V| 1(2,1,2).(0,3,4)] 2.01.3 4 2.4 11 11
coS = = = _ — =
17 120 12, L2)[H10,3,4)]  v22+12+22./02 132142 35 15
e, portanto,

11
0 = arc cos () .
15

Exercicio 6.22. Calcule o dngulo entre as retas r e s, onde
r = H—-2t r = 3-3t

a)r:y y = 2+t e s:{ y = 2—-2t .
z = 142t z = 4-1
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r = 1—t
Brid y = 3-3t e s:iP=tgor2
z = 44t
x—4 y—2 z+1 x=2 y—-1 z-1
c)r: e e T e Tl
x—4 y+1 z41 x—2 y+2 z-1
d) r: = = : = = .
L e e R e e 1

Resposta: a) 79.74° 1) 45,29° ¢) 18,98° d) 47,12°

6.4.2 Angulo entre dois Planos

Considere dois planos, a e m, com seus respectivos vetores normais Wa e Wy O

menor angulo entre os planos a e m é chamado angulo dos planos « e 7.

Figura 6.12: Angulo entre dois planos.

Denotando tal angulo por 6, temos que
= arc cos <M> .
17 ol [[ 77|
Exemplo 6.22 Obtenha o dngulo entre os planos a:x —y+2z—3=0c¢
m:2x+3y+2—10=0.
Solugao:

Temos que

o= (1,—1,2) € o vetor normal do plano a.; e

W= (2,3,1) é o vetor normal do plano .
Logo,
= =
. 1,-1,2).(2,3,1 2—3+2
608(9) ’nanﬂ'| _ ’() 7)(a7)| _ ‘ + |

ARGl A -L2)(2,3,1)] \/12_5_(_1)24_22. 92 1324112
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ou

o 2/
cos()—\/am— YRR

E, portanto,

V21
0 = arc cos <42> = 83,74°.

Exercicio 6.23. Calcule o dngulo entre os planos « e 7, onde
a) a:x+y+2z2—2=0em:x—2y—2z+3=0.

b) a:dr+2y—424+2=0e7m:2x—3y+2z—6=0.
c)a:x—2y—22+3=0em:4x+2y—4z+2=0.

d) a:2xr—3y+22—6=0em:2x+3y+2z—-2=0.
Resposta: a) 47,12° b) 75,96° «¢) 63,61° d) 49,7°

6.4.3 Angulo entre um Plano e uma Reta

Seja r uma reta secante a um plano «. O menor dngulo entre o plano a e r é

chamado angulo do plano o e da reta r.

Figura 6.13: Angulo entre plano e reta.

ﬁa o vetor normal ao plano a e 71" o vetor diretor da reta r, e A o

Seja
ponto de interseccao entre o plano e a reta r. Criando uma reta s passando sobre o
ponto A com vetor diretor Vs = 4. Denotando por 8 o angulo entre as retas r e

s, e por # o dngulo entre a reta r e o plano «a, tem-se que 5 = 90° — 6. Logo, temos

que
B — g
AT | V. 0
c0s(90° — 0) = cos = ‘ oSl —
(007 =0) = cos(B) = =5 Tl ~ To e

sl

Por outro lado, sabendo que cos(a — b) = cos(a).cos(b) — sen(a).sen(b), temos que

c08(90° — 6) = c0s(90°).cos(0) — sen(90°).sen(f) = 0.cos(0) — (—1).sen(f) = sen(0).
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Dal, seque que

= = — =
sen () = [V Vs = |V 7
AN AN EAh
E, portanto,
= =
0 =arc sen (M) )
17 ol V"l

Exemplo 6.23 Obtenha o angulo entre a reta r : %‘1 = 1/2;2 = % e o plano

a:2x+3y+2—10=0.
Solugao:
Temos que

T =(2,2,2) € o vetor diretor da reta r; e

o= (2,3,1) € o vetor normal do plano «.

Logo,

sen(8) = Lﬁa.ﬁ_,;y _ 1@3n.222 12 12 6Vi2_ VA2
I all o 123,012,221 viaviz 2v42 42 7

E, portanto,

0 =arc sen — ]

Exercicio 6.24. Calcule o dngulo entre a reta r e o plano «, onde

a)r:fl=Y1 =2 e a:x+y+2z-2=0.

r = 1-2¢

byr:q y = —142t e a:4x+2y—4z+2=0.
z = 1+t
T = 24z

c)r: e ata:x—2y—2z+3=0.
y = 2—z
Yy = —2+4z

d) r: e a:2x—3y+2z—-6=0.
z =

Resposta: a) 81,95° 1) 26,39° ¢) 11,1° d) 8,05°.



Capitulo 7

Distancia

Neste capitulo, iremos utilizar a interpretacao geometria de norma; produto vetorial;
e produto misto, para obtermos formulas para calcular a distancia entre: dois pontos;
duas retas; dois planos; um ponto e uma reta; um ponto e um plano; e entre uma reta
e um plano. Nos exemplos, deste capitulo, o cdlculo dos produtos misto e vetorial
foram omitidos. A partir de agora, utilizaremos u.c. para abreviarmos unidade de

comprimento.

7.1 Distancia entre Pontos

Sejam A(x1,y1,21) e B(w2,y2,22) dois pontos, a distancia entre os pontos A e B,

que denotamos por d(A, B) é igual & norma do vetor jﬁ Logo,

d(A, B) = | AB| = /(22— 21)? + (y2 — y1)? + (21 — 22)2.

Exemplo 7.1 Calcule a distancia entre os pontos A(2, 5, 3) e B(5, 1, 3).

Solucao:

d(A, B) = |AB|

d(A, B) = \J2=52+(B-1)+(3-3)
d(A, B) = (=32 +(4)*+(0)’

d(A, B) = 5uc

Exercicio 7.1. Calcule a distancia entre A e B, onde:
a) A(2,—-1,0) e B(3,2,1) b) A(5,3,—1) e B(0,5,5)
c) A(1,1,/2) e B(—1,-1,—v2) d) A(1,1,2) e B(3,2,2)
Resposta: a) V11 u.c. b)v/65 u.c. c)4u.c d) V5 u.c.

101
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Exemplo 7.2 Dados os pontos A(2,3,0) e B(5,m,1), sabendo que d(A, B) =14 u.c..
Determine o valor m.

Solugao:
d(A,B) =

\/(2—5)2+(3—m)2+(0—1)2 -
(=3)2+9—6m+m?+(-1)? =

94+9—-6m+m2+1 =

m?—6m+19 =

EEEE

m2—6m+5 =
Logo, utilizando qualquer método para resolver uma equacdo de seqgundo grau, obtém-

sem=1 oum=>5.

Exercicio 7.2. Determine o valor de m, nos seguintes casos:

a) A(5,3,m), B(6,5,9) e d(A,B) =6 u.c.

b) A(2,2,m), B(3,m,3) e d(A,B) =14 u.c.

¢) A(m+1,m+2,m+3), B(m—1,m,2m) e d(A,B) =3 u.c.
d) A(m,m,m), B(3,2,1) e d(A,B) =6 u.c.

Resposta: a) 8ou 10 b)Oou5 ¢)2ou4 d) ou 1

7.2 Distancia entre um Ponto e uma Reta

Dada uma reta s e um ponto P.

Podemos escolher um ponto A € s e um representante de um vetor i

diretor de s, cuja origem é o ponto A.

P

®

¢
B |

Com os vetores U e Al_j\, podemos criar um paralelogramo, cuja altura

do paralelogramo coincide com a distancia do ponto P a reta r, distancia estd que
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denotamos por d(P, s).

=]

/1 h=altura ;
1

i

3
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Assim sendo, denotando a area do paralelogramo por A e a altura do

paralelogramo por h, tem-se que

A = comprimento da base vezes altura = || v’||.h.

Por outro lado, como foi visto no capitulo 5, se¢io 5.3, temos que

A=|AP x 7.

Comparando as duas maneiras de obter a area do paralelogramo e conside-

rando que a altura do paralelogramo coincide com a distancia entre o ponto P e a

reta s, obtém-se

||.h = | AP x 7|

ou

L _ AP x 7|
(4.

Como h =d(P, s), tem-se que

|IAP x 7|

d(P,s) Tf

Uil
xr =
Exemplo 7.3 Calcule a distancia entre a retas: { ¢ =
VA =
Solugao:
Temos que :
A(1,2,3)2 € s;
v = (1,1,2) é um vetor diretor da reta s;
AP =(2,1,0); ¢
e
i 7k
AP x ¥ = 2 1 0 |=(2, -4, 1).
1 1 2
Logo,
d(P, s) = LAPXTI _ e 4. DIl _ Vo1 _ VT3,
’ ] (1, 1, 2)]] 6 2

1+1
2+t
3+2t

e o ponto P(3, 3, 3).
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Exercicios 7.3. Calcule a distancia entre o ponto P e a reta s, onde:

r = 2-3t
a) P(0,0,0)es:q y = 5—2t b) P(2,1,4)es:%:%:¥
z = 242t

c)P(3,2,1)es: { =24+22=1+2z d)P(—-1,2,-1)es:(x,y,2z)=(2,3,1)+t.(2,—-1,2)

Resposta: a) %177 u.c. v71(%89 = wu.c. b) @ u.c. ¢) 22 u.c. d)5u.c.

Exemplo 7.4 Determine m tal que d(P,s) = %=, onde P(1,2,m) e s : )
y = 142z
Solugao:

Temos que :

A(0,1,0) € s;

v =(2,2,1) vetor diretor de s; e

zﬁ (1,1,m).

Logo, ﬁ X (1—=2m,—142m,0) (fica a cargo do leitor fazer o cdlculo o produto

vetorial).

E como d(P,s) = 5—\3/5, seque que

4P, 8 Hﬁx_)]]@5\/§:H(1—2m,—1+2m,0)\| 5vV2 _ VEmP—8m+2
’ edl 3 1(2,2,1)]] 3 3

25.2=8m2—8m+2<=8m2—8m—48=0<m?—m—6=0.

Resolvendo a equagdo, obtém-se m = —2 ou m = 3.

Exercicio 7.4. Determine m tal que d(P, s) = @, onde P(1, m, 1) e

r = 142t
z = 2+t

[Sa{I

Resposta: m =3 ou m = —

7.3 Distancia entre duas Retas Paralelas

Considere duas retas r e s paralelas, conforme a figura abaixo.
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Figura 7.1: Retas r e s paralelas.

Dado qualquer ponto P € r, é notério que a distancia entre P e s é igual a

distancia entre r e s.

P r

_’
|
|
|

Figura 7.2: Distancia entre as retas paralelas r e s.

Portanto,
d(r, s)=d(P, s),YP er.
_1 9 y = 242
Exemplo 7.5 Obtenha a distincia entre as retasr:x—1=45= =22 es: .
y = 3+2z
Solugao:
Temos que:

r e s sdo paralelas e v = (1, 2, 2) é um vetor diretor de ambas as retas;
P(1,1,2) ere A(0,2,3) €s; e

AP =(1,-1,-1).

Logo,

AP x 7 = (0, -3, 3).

Dai, seque que

AP x T _ [0, -3, 3)] _ VI8 _3v2

— — — — /92
i 22 — 3 — 3 —YRue

d(r, s)=d(P, s)

Exercicio 7.5. Calcule a distdncia entre as retas r e s, onde
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r = 143t r = 246t
a)’F y = 2 e s y = 5
z = 144t z = 148t
r = 145t r = 2-—-2t
b)r:q y = 246t €s:q y = 3—3t
z = 3+2t z = 4—-4t
y = 2x43 _
c)r es:%:%:%
z = 2x+5
r = 345t
driqy = 3460 es =" =2
z = 342t
Resposta: a) —V%‘u b)\/ﬁg—g:@ c)% d)—Q‘/;:?ZQVng%
= 2z r = m+2z
Exemplo 7.6 Dadas as retas r : e s: , deter-
= 1+2z2 y = 1+2z
mine m sabendo que d(r, s) i
Solugao:
Temos que:

r || s, jd que v = (2, 2, 1) é um vetor diretor para as duas retas;
PO, 1, 0)€er

A(m, 1, 0) €s; e

d(r, s)=d(P, s).

Logo,

d(r, s) = d(P, s) & W o ux‘lﬁ%m -
¥ = eppgtt e i = bl o
% - \/STW & 5V2 = Vbm? VN
(5\6)2 = ( 5m2)2 s 252 = smle

10 = m2 o m = +y.

Portanto, m = —10 ou m = 10.
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Exercicio 7.6. Determine m, onde

r = 242t
z = 3+mt
T = my r = 1+mz
) d(r, s) =3, r: o5
z = —1+4y y = 14z

Resposta: a) m=1oum=11 b) m=42.

7.4 Distancia entre duas Retas Reversas

Considere duas retas reversasr e s.

Figura 7.3: Retas reversasr e s.

Podemos escolher um ponto A € r, um ponto B € s e representantes de
vetores diretores, 771, com origem em A, e v , com origem em B, de r e s, respec-

tivamente.

Figura 7.4: Retas reversas e seus vetores diretores.
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Com os vetores 77«, vy e AIH\, podemos construir um paralelepipedo.

Observando a figura acima, notamos que a altura do paralelepipedo em

relacdo ao vértice A é igual a distancia entre as retas r e s. Tem-se por um lado, que
V = Area da base vezes altura = || 7’5 x v'¢|.h,

onde h é a altura. Por outro lado, sabemos que

Dai segue, que

Mas como a distancia entre as retas r e s coincide com a altura do parale-

lepipedo, temos que

X
d(r, s) =
") = T v
y = 2zx+3
Exemplo 7.7 Dadas as retas r: es:{ y=x+5bz=x+1 , temos
z = x+4+2

que T e s s@o retas reversas. Além disso, UV, = (1,2,1) e V= (1,1,1) sao vetores

diretores de 1 e s, respectivamente, e A(0,2,3) € r e B(0,5,1) € s. Logo,

d(r S)Z'ﬁK?TX?SH:Q: 2 u.c
’ ||78><71"” V2 -

Exercicio 7.7. Calcule a distdncia entre as retas r e s, onde

T = 242y
a) r:—xj’:—y';l :—Zg‘o’ es:

z = 3+2
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r = —2-5¢
b)r:mT_?’:yH:’zg?’es: y = 142t
z = 642t
x = 3—-2t
r = 1-22
c)r: es:q y = 242
y = 2-3z
z = 143t
r = —243t
r = 242y
d)r:{ y = 1+2t es:
z = 342y
z = 6+2t
Resposta: a) 1 b) M¥20L () \/% d) 2.

Exemplo 7.8 Determine m, onde d(r,s) =2 u.c., r:x—2=y—2=2z—-3 ¢
s::z:—2:1/2;2:z—m.

Solucao:

Temos que A(2, 2, 3) €r; B(2, 2, m) € s; V= (1, 1, 1) || r;

e Us=(1,2 1) s.

Logo, obtém-se zﬁ = (0,0,m — 3); Ve X U= (—LO,l);eﬁ.(?r X 73) =m-3.
Como d(r, s) =+/2 u.c. ed(r, s) = 4B (7, x )| , seque que

[7"sx ol

-3
V2= |m\/§ ’(:)|m—3]:\/§.\/§<:>\m—3\:2.

Resolvendo, a equacdo modular, obtém-se m =1 ou m = 5.

Exercicio 7.8. Determine m, onde

r = m+z
a) d(r,s)zlu.c.;r:%‘l:y%l:%es:
y = 1422
b)d(r, s) =3 u.c;r: 5" =4=7 es:
z = 142z
Resposta: a)m:—\/ﬁ—loum:ﬁ—l b)m:%oum:%/gf1
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7.5 Distancia entre um Ponto e um Plano

Considere um ponto P(x1,y1,21) € um plano « : ax + by +cz+d = 0.

P

Figura 7.5: Ponto P e o plano a.

Pode-se escolher trés pontos A(ze,y2,22), B(x3,y3,23), C(x4,y4,24) € v,
1B —
ndo colineares, e criar os vetores ﬁ , v =AB e W = AC. Como pode-se ver na

figura abaixo.

Figura 7.6: Vetores AP e ©.

Considere o paralelepipedo determinado pelos vetores 1?]3) , v e 7, cuja a

figura abaixo estd ilustrando.

Figura 7.7: Distancia do ponto P ao plano a.

Observe que a altura do paralelepipedo coincide com a distancia entre o
ponto P e o plano «, que é denotada por d(P, «). Denotando o volume do parale-

lepipedo por V , temos que
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V = &rea da base.altura,

pela geometria espacial. Como a base é o paralelogramo determinado pelos vetores

7 e W e altura é igual a d(P, «), temos que

V=7 x7|.dP, ).
Por outro lado, sabemos que
V= |AP.(T x @)

Logo,
1T x @|.d(P, a) = |AP.(7 x @)

e, consequentemente,

Como 7, e a, temos que v X W é um vetor normal ao plano « e, portanto ,
denotando v x u = A.(a,b,c), temos que

17 % @ = /(Aa)2+ (Ab)2 + (Ae)2 = VARV + 02+ 2 = [\ Va2 + B2 + &2,

e
ﬁ(? X U)) = (21 — 22,1 — Y2,21 — 22,).(A.a, \.b,A\.c) = A\.(ax1 — axe + by — bya +
cz1 —cz2) = A.Jaxy + byr + cz1 — (axa + by + cz2)] = A.Jax1 + byr + cz1 + d).

Assim sendo, temos que

4P, )= AP (¥ x @)| _ Mazs +bys + ez +dl| _ N Jazs +bys + ez +d]
’ 10" x ] NVa2 + 52+ NVZ+P+E
ou
d(P, a) = laz1 + by + ¢cz1 —l—d|. (7.1)

Va2 +b% + c?
Observagao: Substituimos —axo—bys—czs por d na equagao, porque ax+by—+cz+d =

0 é a equagdo do plano « e A(z2,y2,22) € a.

Exemplo 7.9 Dado o ponto P(3,2,0) e o plano «a:3x —4z+8 =0, temos que

(P, o) = 3.3+0.2—-4.0+5] |14| 1414
’ \/32+02+(_4)2 VIF0+16 V25 57

Exercicio 7.9. Calcule a distancia entre o plano « e o ponto P, onde

a) a:br+3y—224+9=0e P(1,2,3)
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b) a: —2x—3y+22z+1=0e P(0,0,0)
¢)a:3x+42z+10=0¢ P(2,-1,3)
d) a:2x—2y—4z=0e P(0,1,1)

7V 38 VA 28 V24
Resposta: a) T b) T7 U c) = uc d) 7 we
Exemplo 7.10 Determine m, onde d(r, s) = 10 u.c., a:x+2y—2z+m =0 e
P(1, 2, 3).
Solugao:
[1.142.2-2.3+m|
124224(-2)2 (P, a)
“Liml g
Ve
|—14+m| _
7 = 10
lm—1 = 30.
Resolvendo a equacdo modular, obtém-se m =31 ou m = —29.

Exercicio 7.10. Determine m, onde

)
(P,s)

c d(P,s):%,a:mm+my+22+7:0e P(0,0,0)
(P,s)

:%, a:3x+2y+mz+8=0eP(2,2,3)

Resposta: a) m=+1 b)m=-20oum=4 c¢)m==24 d)m=L28oum=2

7.6 Distancia entre uma Reta e um Plano

Considere uma reta s e um plano «, paralelos, conforme a figura abaixo.

Dado qualquer ponto P € s, é notério que a distdncia entre P e « é igual a

distancia entre s e «.
Portanto,

d(s, &) =d(P, a),YP € s.
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P

—e S

L

. — . — — z—1
Exemplo 7.11 Dado o plano a:1x+2y+3z+5=0cearetar:x—2=y—3=*5,

temos que

P(2,3,1)er; ed(r, o) =d(P, «)

Logo,

12+2.3+31+5 _ 16 _16V14 _8/14
ViZ+22+32 /14 14 7

Exercicio 7.11. Calcule a distdncia entre o plano « e a reta r, onde

d(r, a) =

CL)Oéix+y+z—10:0er:x—1:yflz%_

b)a:2x+y+2z+1=0er:

r = 2—z
c)a:3x—2y+5z—6=0er: .
Y
d) a:Te+2y—3z+5=0er: %3 =2 =23

Resposta: a) 2v/3 u.c. b) % u.c. c) % u.c. d) 76—\/263 u.c..

Exemplo 7.12 Determine m, onde d(r,s) = \/%, a:2x—3y+mz—2=0c¢e

—3: y+2 _ z+1

TITx = m 3 -

Solugao:

Temos que P(—3,—2,—1) € r. Logo,

B B 12.(=3) = 3.(=2) + m.(—1) — 2| B | —m — 2]
dlr, o) =d(P, o) = = e o rmz VI e

Como d(r,s) = \ﬁ’ seque que

ﬁ:%@ 22. vert —m—2| =5./m2 + 13 <

2 2
(Va2|-m—2[)" = (5./m?+13)" & 22.(m? + 4m +4) = 25.(m? +13) &
22m2 + 88m + 88 = 25m?2 4 325 < 3m?2 — 88m + 237 = 0.

Resolvendo a equagio de 3m? —88m + 237 =0, obtém-se m = %8 ou m = 3.

Exercicio 7.12. Determine m, onde

a) d(r,s) =5, a:2x+y—22+mzoer;¥:%ﬂ:5.
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b) d(r,s):%, a:x+y+mz+3:Oer:"1;2:r¥l;+11:#.

z = 142t
c)d(r,s) =10, a:4x—2y+4z+m=0er:q y = 2+6t .

z = 1+1
7 T = 33—z

d) d(r,s):%, a:x+2y+mz+5=0er:
y = 2—z2

Resposta: a) m=—-6oum=24 b)m=-16152oum=2 ¢) m=—64ou
m=>56 d) m==+l.
7.7 Distancia entre dois Planos

Considere dois planos 7:ax+by+cz+diy =0 e a:ax+ by + cz + do = 0, paralelos,

conforme a figura abaixo.

L >

Dado qualquer ponto P(x1,y1,%1) € m, é notério que a distancia entre P e

« é igual a distancia entre w e .

/_/'

/ S

or T

| v
: ' v

Portanto,

d(m, a)=d(P, a), VP € .

Mas pela se¢ao 7.5, temos que

a1 + by + cz1 + da|

Va2 + b2+ c?

Como P(x1,y1,21) € m: ax + by + cz+dy =0, temos que dl = —(ax1 + by1 + cz1).

d(P, «)
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Logo,
| —di + da] _ |do — di |
Va2 +b02+c2 Va2 +b2+ 2

d(m, a) =

Exemplo 7.13 Dados os planos a: lx +2y+32+5=0en:1lx+2y+32+3 =0,

temos que

|do — di| |5 — 3] 2 214 \/ﬁ
d(ﬂ" Oé) = = = = = .

Va2 +02+c2 V12+22+32 V14 14 7

Exercicio 7.13. Calcule a distancia entre os planos 7 e «, onde
a) m:3x—2y+32+5=0ea:3x—2y+3z+12=0.

b) m:204+2y+42—5=0e a:2x+2y+4z=0.

) ﬁx—\/iy+\/gz+12:0ea:ﬁx—ﬁy+\@z+3:0.
d) m:2x+5y+32+5=0e a:4x+10y+ 62+ 10 =0.

C

Resposta: a) 72—\/2272 b) % c)3 d)O0.

Exemplo 7.14 Determine m, onde d(r,s) =5 u.c., a:2x+4y+4z—m =0 e

m: 2z +4y+42410=0.

Solugao:
Temos que
|da — di| |10 + m)| |10+m|
d(m, o) = =

VaZ+ 212 V2 ra2142 6

Logo,
10

5= ’2"" & |10+ m| = 30.

Resolvendo a equagdo modular, obtém-se m = —40 ou m = 30.

Exercicio 7.14. Determine m, onde

a) d(r,s) =v/38, a:22+3y+5z2+m=0e7:2x+3y+52—1=0.
b) d(r,s) = i, a:3c—2y+z+m=0em:3x—2y+z+6=0.
c) d(r,s):%,a —r—2y+mz+8=0enm:—x—2y+mz+4=0.
) d(r,s) = %, a:3y+mz+6=0em:6y+2mz+6=0.

~—

Resposta: a) m=—-39oum=37 b)m=-2oum=14 ¢)m=+2

d) m = +4.



Apeéndice

Razoes trigonométricas

Considere o tridngulo retangulo ABC, com angulo reto em A.

Figura 7.8: Tridngulo retangulo ABC.

Temos que

e sen = seno;
e COS = COSSeno;

o tg = tangente;

e c.0. = Comprimento do cateto oposto ao angulo «;
e h. = Comprimento da hipotenusa; e

e c.a. = Comprimento do cateto adjacente ao angulo a.

Lei dos cossenos

Considere um tridngulo ABC qualquer.

116
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Figura 7.9: Tridngulo ABC

Temos que

a? =b%+4c%? —2.b.c.cos (ﬁ) b2 =a?+c? —2.a.c.cos (E) 2 =a?2+b*—2.a.b.cos (6‘)

Area de Tridngulo

Um tridngulo é um poligono de trés lados.

Figura 7.10: Area do tridngulo.

Denotando a drea do tridngulo por Agianguio, temos que

b.h
Atrifmgulo = 75

onde b é o comprimento da base; e h é o comprimento da altura.

Area do Paralelogramo

Um paralelogramo é um poligono de quatro lados, cujos os lados opostos sdo para-

lelos.

Figura 7.11: Area do paralelogramo.
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Denotando a drea do paralelogramo por Apuralelogramo, temos que

Aparalelogramo =b.h,

onde b é o comprimento da base; e h é o comprimento da altura.

Volume do Paralelepipedo

Um paralelepipedo é um sélido geométrico com seis faces, onde todas as faces sao

paralelogramos.

Figura 7.12: Volume do paralelepipedo.

Denotando o volume do paralelepipedo por V, temos que

V = Ay.h,

onde Ay é a area da base; e h é o comprimento da altura.
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